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Notatii
N multimea numerelor naturale
IN* multimea IN\{0}
R multimea numerelor reale, IR = [0, 00[, IRY =|0, 00|
R" spatiul euclidian n—dimensional
cu elementele © = (x1,x2,, ..., x,), produsul scalar
n
(z,y) = > _ay; si norma ||z = /(z,z)
i=1
B(z,r) multimea {y € X; ||y — z|| < r}
0
Q interiorul multimii €2
Q inchiderea multimii €2
o2 frontiera multimii 2
c(9) spatiul functiilor continue pe 2
Cck(Q) spatiul functiilor continuu diferentiabile
pe € pana la ordinul k inclusiv
supp suportul functiei ¢ : R™ — IR, definit prin
suppy = {z:z € R", p(z) # 0}
C§e(Q) spatiul functiilor infinit diferentiabile pe Q2
(sau D(92)) cu suportul compact in 2
0
Up = 8—7: derivata partiala a functiei v In raport cu
variabila ¢
ou ou . .. n
Vu= yoe gradientul functiei v : Q2 C R" - R
ox1 Oz,
n 82
A= 922 operatorul lui Laplace (laplaceanul)
i=1 ?
LP(Q) multimea {u : Q — IR, masurabila,
/updx<oo},1§p<oo
Q
HFE(Q) spatiul Sobolev {u € L?(Q); D% € L*(Q), |a| <k}
HE(Q) inchiderea lui C§°(Q) in H*(2)
l|lull x norma elementului u in spatiul X
L?(0,T; X) spatiul functiilor masurabile w : [0,7] — X
cu norma |[u(t)|| y de patrat integrabil
v cuantificator universal (oricare ar fi, pentru orice)
= — a:= b Inseamna ca prin definitie a este egal cu b
n — sfarsit de demonstratie



Istoric ix

Scurt istoric privind dezvoltarea ecuatiilor diferentiale
si a ecuatiilor cu derivate partiale

Multe probleme semnificative de fizica, chimie, inginerie cer in formularea lor mate-
matica determinarea unei functii care, impreuna cu derivatele sale, satisface o relatie
data. Astfel de relatii se numesc ecuatii diferentiale. Pentru studierea ecuatiilor di-
ferentiale este necesara o clasificare a acestora. Clasificarea uzuala este cea legata de
numarul variabilelor independente de care depinde functia necunoscuta. Daca functia
necunoscuta depinde de o singura variabila independenta spunem, ci avem de-a face
cu o ecuatie diferentiald ordinard.

In cazul in care functia necunoscuta depinde de mai multe variabile independente
si In relatia respectiva apar si derivatele partiale ale functiei necunoscute, relatia se
numegte ecuatie cu derivate partiale. In mod curent, in locul denumirii de ecuatie
diferentiala ordinara se foloseste cea de ecuatie diferentiala.

Denumirea de ecuatie diferentiala a fost folosita prima datd de G.W. Leibniz
(1646-1716) in 1676 intr-o acceptiune apropiatd de cea de azi. Dezvoltarea ecua-
tiilor diferentiale a fost in stransa legaturd cu dezvoltarea integralei. Au fost iden-
tificate clase de ecuatii diferentiale rezolvabile prin cuadraturi (integrari). Printre
matematicienii care au adus contributii remarcabile la dezvoltarea ecuatiilor dife-
rentiale se numara Isac Newton (1642-1727), precum gi membrii celebrei familii (de
matematicieni) Bernoulli intre care remarcam pe Jakob Bernoulli (1654-1705), Jo-
hann Bernoulli (1667-1748) si Daniel Bernoulli (1700-1782). Urmeaza J. Riccati
(1776-1754), L. Euler (1707-1783), J. Lagrange (1736-1813). Secolul al XIX-lea este
caracterizat de cercetari in problema existentei, unicitatii si comportarii solutiilor unei
ecuatii diferentiale.

A. Cauchy (1789-1857), R. Lipschitz (1832-1903) si G. Peano (1858-1932) au
impus metoda liniilor poligonale (utilizata anterior si de Euler) ca metoda eficienta
de demonstrare a existentei locale a solutiei unei ecuatii diferentiale cu conditii initiale.
Primele cercetéri asupra ecuatiilor diferentiale au vizat existenta solutiilor (eventual
determinarea explicita a acestora atunci cand acest lucru este posibil) sau aproximarea
acestora.

In partea a doua a secolului al XIX-lea s-au pus bazele teoriei moderne a stabilitatii
prin lucrarile matematicianului rus A.M. Liapunov (1857-1918) care, in teza sa de
doctorat sustinuta in 1892, a definit principalele concepte de stabilitate.

Contributii anterioare in aceastd directie au avut H. Poincaré (1854-1912) si J.C.
Maxwell (1831-1879) in studiul stabilitatii migcarii corpurilor ceresti.

Cam acestea sunt elementele care sunt cuprinse in teoria clasica a ecuatiilor di-
ferentiale. Secolul al XX-lea a insemnat un salt calitativ in abordarea ecuatiilor di-
ferentiale prin introducerea unor metode noi precum cea a gradului topologic, teoria
bifurcatiei etc. De asemenea, s-a extins studiul ecuatiilor diferentiale la spatii infinit
dimensionale unde s-au obtinut rezultate notabile.

Cercetand problema coardei vibrante, J.E. D’Alembert (1717-1753) a obtinut in
1747 prima ecuatie cu derivate partiale. Ulterior, L. Euler a largit clasa ecuatiilor
cu derivate partiale i a introdus notiunea de unicitate a solutiei unei ecuatii. Marii
matematicieni ai vremii, intre care D. Bernoulli, J. Lagrange, P. Laplace (1749-1827)
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i altii, au fost preocupati de acest domeniu al matematicii care incepea sa prinda
contur.

J. d’Alembert, L. Euler i D. Bernoulli au fost primii care, pornind de la cateva
probleme concrete, au avut ideea cautarii solutiei unei ecuatii cu derivate partiale
sub forma unei serii trigonometrice. Aceasta idee a fost luata si perfectionata de J.
Fourier (1758-1830), care a folosit-o pentru rezolvarea ecuatiei propagarii caldurii.

S-a conturat o ramura noua a analizei matematice: teoria seriilor Fourier.

Un alt moment important in dezvoltarea ecuatiilor cu derivate partiale il consti-
tuie observarea de catre P. Laplace (1749-1827) a faptului ci potentialul interactiunii
dintre doud mase satisface o relatie cunoscuta azi sub numele de ecuatia lui Laplace.
S-a constatat ca fenomene de aceeasi naturd au loc in electrostatica si teoria mag-
netismului. Acest fapt a dus la crearea de citre G. Green (1793-1841), K.F. Gauss
(1777-1855) gi S.D. Poisson (1781-1840) a teoriei potentialului. Secolul al XIX-lea a
fost marcat de descoperiri fundamentale in domeniul analizei matematice prin rezul-
tate datorate lui A. Cauchy si mai tarziu lui K. Weierstrass (1815-1897).

Aceste rezultate si-au pus amprenta si asupra ecuatiilor diferentiale si cu derivate
partiale. A fost fundamentatd teoria solutiilor analitice de catre A. Cauchy si S.
Kovalevsky (1850-1891). Lucrérile lui V. Volterra (1860-1940) si I. Fredholm (1866—
1927) au dus la crearea teoriei ecuatiilor integrale care a facilitat demonstrarea exis-
tentei solutiilor pentru probleme la limita in special in teoria potentialului.

In 1904, D. Hilbert (1862-1943) a deschis campul solutiilor slabe pentru ecuatii cu
derivate partiale construind aceste solutii pentru problema Dirichlet ca minimizanti
al integralei Dirichlet asociate. Evident ca aceste solutii nu sunt solutii clasice pentru
problema Dirichlet. In aceastd lucrare, Hilbert a formulat un program de extindere a
conceptului de solutie care sa includa problemele variationale ce nu au solutii clasice.

Progresele realizate la mijlocul secolului al XX-lea de analiza functionala si teoria
distributiilor au condus la noi metode de investigare a ecuatiilor cu derivate partiale.
Rezultate notabile au fost obtinute de J. Schauder (1899-1943), S. Sobolev (1908—
1980), L. Schwartz, J. Leray.

In ultimul timp un impact deosebit in studiul ecuatiilor diferentiale si cu derivate
partiale il are tehnica de calcul din ce In ce mai performanta care ofera rezultate
de aproximare a solutiilor, foarte bune din punct de vedere practic. In acest fel,
cercetarile teoretice de existenta, comportare in raport cu datele etc. sunt completate
de rezultate numerice foarte utile.
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Capitol introductiv

Studiul fenomenelor naturii i-a condus pe oamenii de stiintd la crearea unor
modele matematice care sa cuprinda intr-o formulare abstracta principalele
caracteristici ale acestora. Pentru fenomenele evolutive cel mai potrivit model
s-a dovedit acela dat sub forma unei ecuatii (sau sistem de ecuatii) diferentiale.

Intr-o formulare aproximativa prin ecuatie diferentiald se intelege o ecuatie
in care necunoscuta este o functie de una sau mai multe variabile care apare
(In ecuatie) alaturi de derivatele sale pana la un anumit ordin. Ordinul maxim
al acestor derivate se numeste ordinul ecuatiei. Studiul ecuatiilor diferentiale
intr-o maniera sistematica beneficiaza de o clasificare a acestora. Cea mai
uzuala clasificare este cea data de numaérul de variabile independente de care
depinde functia necunoscuta. In cazul in care functia necunoscuta depinde de
mai multe variabile independente, iar in ecuatie apar efectiv derivatele functiei
in raport cu aceste variabile, ecuatia se numeste cu derivate partiale. Daca
insa functia necunoscuta depinde de o singura variabila, ecuatia se numeste
ordinard. Probabil cel mai cunoscut model de ecuatie diferentiala ordinara
este cel dat de legea lui Newton

(0.1) ma” (t) = F(t,z(t),2'(t))

care exprima legea de migcare a unui punct material de masa m asupra caruia
actioneazi o fortd F. In relatia de mai sus z(t), 2/(t)) si ”(t) reprezinti
pozitia, viteza si respectiv acceleratia punctului material la momentul .

Daca, de exemplu, F' este forta de gravitatie, atunci relatia (0.1) se scrie
sub forma

(0.2) ma” = —mg
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care, prin integrare, conduce la
L
J}(t) = —§gt + Cit + Co,

(' si Oy fiind constante oarecare.

Asadar, problema determinérii legii de miscare a unui punct material sub
actiunea unei forte (care depinde de pozitia si viteza punctului material) revine
la aflarea unei functii care verifica o ecuatie diferentiala de ordinul al doilea
de forma

(0.3) a”(t) = f(t, z(t),2' (1))
Forma generald a unei ecuatii diferentiale de ordinul n este
(0.4) F(t,z(t),2'(t), ..., 2™t) = 0.

In anumite conditii, ecuatia (0.4) se poate scrie sub forma echivalenta
(0.5) 2™ = f(t,x,:c’,...,:c("_l))

numita i forma normala. Precizam ca pentru simplificarea expunerii, atunci
cand nu este pericol de confuzie, se renunta la scrierea argumentului functiei
necunoscute.

Prin solutie a ecuatiei diferentiale ordinare (5) pe intervalul (a,b) C R
intelegem o functie z(-) pentru care existéi derivatele 2/, z”, ...,z si verifica
relatia (0.5) pe (a,b), adica

2™ () = f(t, (), .., 2"V @), Vit e (a,b).

Multimea solutiilor unei ecuatii diferentiale se numeste solutie generald.

Pentru a individualiza una dintre solutii> sunt necesare informatii supli-
mentare despre aceasta. Aceastd problema legatda de conditiile care asigura
existenta si unicitatea solutiei unei ecuatii diferentiale ordinare a fost studiata
pentru prima datd de matematicianul francez Augustin Cauchy (1789-1857)
la inceputul secolului al XIX-lea. Odata stabilit un rezultat de existenta si
unicitate pentru o ecuatie diferentiala, raméane problema determinarii efective
a solutiei. S-a demonstrat ca de cele mai multe ori acest lucru este imposibil —
clasa ecuatiilor diferentiale rezolvabile prin cuadraturi (integrari) fiind foarte
restransa. Tehnica de calcul foarte performanta permite aproximarea solutiei
unei ecuatii diferentiale cu o acuratete suficient de buna, diminuand astfel
interesul pentru gasirea solutiei exacte.

Totusi, exprimarea solutiei printr-o formula explicita raméane un fapt inci-
tant i util, motiv pentru care am si introdus un paragraf ce contine cateva
tipuri de ecuatii diferentiale rezolvabile prin cuadraturi.



Ecuatii diferentiale rezolvabile prin metode elementare 3

1.1 Ecuatii diferentiale rezolvabile prin metode
elementare

In acest capitol vom prezenta cateva tipuri clasice de ecuatii diferentiale ale
caror solutii pot fi determinate prin operatii de integrare.

Ecuatii cu variabile separabile

O ecuatie de forma

(1.1) a' = f(t)g(z)

unde f :]t1,t2[C IR — R si g :]z1,22] C IR — IR sunt functii continue cu
g(x) # 0 pentru orice = € |x1, x2[ se numeste ecuatie cu variabile separabile.
Scriind ecuatia (1.1) sub forma echivalenta

(1.2)

si integrand (1.2) de la to la t (to,t €]t1,t2]) obtinem

z(t) dr t
—— = f(s)ds.
/x(to)g(T) to =)

Daca notam x(ty) = x¢ si

z dr
G(x) :/9309(7')7 x €|z, x32],

avand in vedere ca ipotezele asupra lui g implica faptul ca G este inversabila
pe multimea G(]x1, z2[) rezultd cd solutia = a ecuatiei (1.1) este data de

(1.3) x(t) =G! tf(S)dS) , t E]tl, tQ[.

to
Observatie. Este evident ca in (1.3) solutia z(-) este definita pentru valorile
t
lui ¢ pentru care / f(s)ds se afla in domeniul de definitie al functiei G~!.
to
Exemplu. Sa se integreze ecuatia

(¢! +1)2e~tda + (&% 4 1)%e™%dt = 0.
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Solutie. Este o ecuatie cu variabile separabile de forma z'=f(t)g(x) unde
f,g: R — IR, f(t) = —el(e! +1)3, g(x) = (e* + 1)?e™" care se rezolva
obtinandu-se relatia

2+ 1)L (1) =C

de unde 5

Ecuatii omogene

Ecuatia

(1.4) 2 =h (%)

. o . €T o
se numeste ecuatie omogenda deoarece functia f(t,x) := h (;) este omogena,
de gradul zero. Daca presupunem ca h(u) # u pe domeniul sau de definitie,
atunci, facand substitutia ut = x, ecuatia (1.4) devine

1
W = Slh(w) — ]

adica o ecuatie cu variabile separabile care se trateaza dupa modelul anterior.

Exemplu. Sa se rezolve ecuatia

,_t2+x2
 tx

X

Solutie. Ecuatia se mai scrie sub forma
T = E + x
z t
si facand substitutia ut = x devine

uduzﬂ
t

de unde prin integrare gasim
15 1

—u”—Inlt| = =C
2 u n ‘ ’ 2 9y

apoi, revenind la substitutia facuta, se obtine

22 =2 Int® + Ct2.
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Ecuatii liniare

Ecuatiile liniare sunt de forma

(1.5) 2 = a(t)x + b(t)

unde a, b : I C IR — IR sunt functii continue si reprezinta o clasa importanta

de ecuatii pentru care solutiile pot fi gasite prin cuadraturi.

Daca b = 0, ecuatia (1.5) este cu variabile separabile si are solutia

(1.6) x(t) = C’ej;o a(T)dT,

unde to,t € I si C' = z(tp).

Pentru determinarea solutiei in cazul general (b # 0) vom folosi metoda
cunoscuta sub numele de “variatia constantelor”, ce consta in inlocuirea con-

stantei C' in (1.6) cu o cantitate variabila.
In cazul nostru, cautam solutia ecuatiei (1.5) sub forma

a(T)dr

r(t) = p(t)e
de unde rezulta ca ¢ este o functie derivabila si avem:

) = 2B N0 DT piya(tye o O

Deoarece am presupus ca x este solutie a ecuatiei (1.5), rezulta

t
Pty =e o D)

de unde deducem
t ffs a(r)dr
p(t) =p(to) + [ e "t b(s).

to
ft a(r)dr
Dar ¢(to) = (to) si z(t) = p(t)e’o de unde rezulta
t ¢ .
(17) l‘(t) — ﬂ?(to)eﬁo a(r)dr I b(S)GfS a(T)deS'
to

Exemplu. Sa se integreze ecuatia

=2tz + e_tQ.
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Aceasta este o ecuatie liniard cu a(t) = —2¢, b(t) = e . Aplicand formula
(1.7) gasim

ot t t
x(t) = z(tg)e “to 2rdr +/ e Jo 2T
t

0

unde tp,t € IR, sau
a(t) =e P (t+C)

unde C = efox(ty) — to.

Ecuatii de tip Bernoulli

Ecuatia

' = a(t)z + b(t)z®,

unde a,b : I C IR — TR sunt functii continue, iar « € IR\{0, 1}, se numesgte

ecuatie de tip Bernoulli.

1—

Prin substituirea y = x* % aceasta ecuatie se transforma in ecuatie liniara

y'(t) = —(a = Dfa(t)y(t) + b(t)].

Dupa rezolvarea acestei ecuatii se revine la substitutie si se obtine solutia
ecuatiei initiale.

Exemplu. Ecuatia diferentiala

1 72
I __
$——Z.T+t—2a x,t;«éO

1 1
este de tip Bernoulli cu a(t) = -3 b(t) = 2 o= 2. Prin substitutia y = 27!
obtinem ecuatia
, 11
ey
201? + 1

care are solutia generala y = » C € IR i deci solutia ecuatiei initiale

2t
este

2t
r= —7-——"
20t +1
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Ecuatii de tip Riccati

Ecuatia diferentiala
(1.8) x' = a(t)z® + b(t)x + c(t),

unde a,b,c : I C IR — IR sunt functii continue, se numeste ecuatie de tip
Riccats.

Facem mentiunea ca in general o astfel de ecuatie nu poate fi rezolvata
prin cuadraturi afard de cazul cand, printr-un mijloc oarecare, se cunoaste o
solutie particulara a sa.

Intr-adevir, dacd ¢ este o solutie paticulard a ecuatiei (1.8), iar z o solutie
oarecare a sa, atunci y = x — ¢ satisface ecuatia Bernoulli (o = 2)

y' = [b(t) + 2a(t)o(t)]ly + alt)y’.

Deci, functia y poate fi obtinuta cu ajutorul ecuatiei liniare asociate de unde
va rezulta solutia generala a ecuatiei (1.8), x =y + ¢.

Exemplu. Ecuatia

1 4
/ 2
r=—z"—--z+ =
t + 12
R, . 1 4 . . o
este de tip Riccaticua = —1,b = —3 c= 2 si are solutia particulara ¢ = n

e 2 o U . .
Substitutia * = y + n transforma ecuatia initialad intr-o ecuatie de tip

Bernoulli
5
r__ Y2
Yy = ty Yy,

. . - 1 .
care, la randul sau prin schimbarea de variabile z = —, se transforma in ecuatie

. . v y
liniara
5
/
z =-z+1
t
Solutiile succesive ale acestor ecuatii sunt:
Ct°> —t 4 2, 4
z= y Y = yx =+ ——-
1 VT or t OBt
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Ecuatii cu diferentiale totale exacte

Fie ecuatia diferentiala

o g(t, )
(1.9) x = hit,z)

unde ¢,h : Q € R? — IR sunt doud functii continue pe multimea deschisa
Q iar h # 0 In Q. Spunem ca ecuatia (1.9) este cu diferentiala exacta daca
exista F € C1(Q) astfel incat

oF
aa_}t?(t’ l‘) - —g(t,l’), (t,x) cQ
%(t, x) = h(t,x).

In aceste conditii, ecuatia (1.9) se scrie sub forma

dF(t,z(t)) =0,
de unde rezulta ca orice solutie a ecuatiei (1.9) verifica egalitatea
(1.10) F(t,z(t)) = C,

C fiind o constanta reala. Are loc si rezultatul reciproc: pentru orice con-
stanta reala C, formula (1.10) definegte (conform teoremei functiilor implicite,

deoarece — = h # 0 pe ) o functie x = z(t) care pe un anumit interval este
solutie a ecuatiei (1.9). Se pune intrebarea: cum putem identifica ecuatiile
care sunt cu diferentiale exacte iar atunci cand au aceastd proprietate cum
putem determina functia F'?

Pentru aceasta dam, fara demonstratie, urmatorul rezultat.

oh 0
Teorema 1.1. Dacad Q este un domeniu simplu conex si 99 ¢ cHQ),

atunci condifia necesard si suficientd pentru ca ecuatia (1.9) sd fie cu diferenti-
ala exacta este ca

(1.11)

pentru orice (t,x) € Q. In aceste conditii, functia F este data de

t

(LH)F@@):—/

to

x t x
g@@%+/mm@%:—lﬂwm®+/hﬁﬂﬁ

unde (to,xo) este un punct arbitrar in Q.
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Factor integrant

In unele cazuri, o ecuatie de forma
(1.13) h(t,z)dz — g(t,x)dt =0

care nu este cu diferentiala exacta poate fi adusa la aceasta forma prin inmulti-
rea cu o functie p(t,z), p € C1(Q), p # 0, (t,x) € Q, functie care mai poart
denumirea de factor integrant. Presupunand ca o asemenea functie exista, din
teorema anterioara rezultd ca ea satisface relatia

d(ph) d(pg)

ot ox
sau
0o, (0 00
(1.14) 8t+gax_ p<8x+6t v (t,x) € Q.

Asadar, daca exista o functie p care satisface (1.14), atunci prin inmultirea cu
p a ecuatiei (1.13) (sau (1.9)), aceasta este redusa la o ecuatie cu diferentiala
exacta.

Prezentam doud situatii in care functia p poate fi determinata:

(i) Presupunem ca expresia

1 /09 Oh .

’ (% + E) = (t) nu depinde de z.

Atunci, putem determina functia p = p(t) (independenta de z) ca solutie
a ecuatiei

p' = e(t)p.

(ii) Presupunem ca expresia

1 (dg Oh\ .
p <833 + 8t> = 9(z) nu depinde de t.

Atunci, putem determina functia p = p(z) (independenta de t) ca solutie
a ecuatiei
p=p(x)p
Exemplu. Fie ecuatia diferentiala
, 2(tz — 23)
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Aceastd ecuatie este de forma (1.9) cu g(t,z) = 2(tx — 23), h(t,x) =
= 6tx? — t? care verificd relatia (1.11) deci exista functia F data de formula

(1.12)

Flt,z) =2 (sz—2%)ds+ / (12— 6t0€2)de —

to
= t2x — 2t2® — 329 + 2tox]

iar solutia ecuatiei este data sub forma implicita

t?r —2t2® = C, CeRR.

Ecuatii de tip Lagrange, Clairaut. Metoda parametrului

Ecuatia de forma

(1.15) (t) = to(a'(t) + ¥ (@'())

unde ¢, € CY(I) (p(r) # r pentru orice r € IR), I fiind un interval al axei
reale se numeste ecuatie de tip Lagrange. Daca p(z') = 2/, ecuatia (1.15) este
de tip Clairaut.

Pentru integrarea acestor tipuri de ecuatii se foloseste asa numita metoda
a parametrului care consta in urmatoarele:

Se noteaza in ecuatia diferentiala (1.15) 2’ = p si se diferentiaza ecuatia.
Se obtine in acest fel o ecuatie diferentiald liniara in care ludm pe t ca functie
si p ca variabili. In urma integririi, gdsim solutia generald a ecuatjiei (1.15),
in forma parametrica

(1.16) { iz}}&?)

Relatiile (1.16) dau reprezentarea parametrica a solutiei generale a ecuatiei
(1.15).

In cazul ecuatiei Clairaut, solutia este datd de o familie de drepte a carei
infasuratoare este solutia singularad a ecuatiei.

Prin infaguratoarea unei familii de curbe se intelege o curba care, in fiecare
punct al sau, este tangenta la una din curbele familiei date si difera de acea
curba in orice vecinatate a punctului respectiv.

Exemplul 1.1. Ecuatia

z(t) = =2t (t) — 2/ (t)?
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este de forma (1.15) cu p(z') = —2a/, ¥(2') = —z'2, deci este o ecuatie de tip
Lagrange.
Notam x’ = p si ecuatia devine

T = —2tp—p2

si diferentiind ambii membri ai ecuatiei (tinand cont ca x’' = p)

dp dp
3p=—2— — 2p—
b at Pt
Sau
dt 2t 2
dp 3p 3

care este o ecuatie liniara in ¢ ca functie de p si are solutia

2
t=Cp - =P

de unde rezulta solutia generala a ecuatiei in forma parametrica

t= C’p*% — %p
T = —I;—Z — 2Cp%.
Exemplul 1.2. Ecuatia
o(t) = (1) + 520,

1
este de tip Clairaut cu ¥ (z') = % 2 Notand 2/ = p, ecuatia devine (dupi
diferentiere)
pp+1t)=0

care conduce la solutia generala
[
x=tC+ §C , CeR

si la solutia singulara

1
x=——t2.
2
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Micsorarea ordinului unei ecuatii diferentiale

Prezentam doua clase de ecuatii diferentiale de ordin superior care pot fi trans-
formate in ecuatii de ordin strict mai mic.
Ecuatia de forma

(1.17) F(t,z® z®+D My =0 (0 <k <n)
se transforma prin substitutia y = z®) in ecuatia
(1.18) F(t,y,yf ...,y ™) = 0.

Daca ecuatia (1.18) se poate rezolva, atunci, revenind la substitutia facuta,
ecuatia (1.17) se rezolva in urma a "k” integrari succesive.
Ecuatiile de forma
F(z, o, ...,x(”)) =0

isi reduc ordinul cu o unitate daca facem substitutia p = 2’ si consideram p,
noua functie necunoscuta de variabila x.
In acest fel avem:

p_dp _dpdx _dp 4
At dx dt  dp P ¥R

Exemplu. Sa se integreze ecuatia
ta" + ' = 4t.

Solutie. Notam 2’ = y si obtinem ecuatia

ty +y = 4t
. : Cr . : T
care este liniara si are solutia y = 2t + % si, revenind la substitutie, gasim
r=t24+Cylnt + Cy.
Ecuatii de tip Euler
O ecuatie diferentiala de forma
(1.19) 2™ + art" 2D 4y gt2 + anz = f(b)

unde ag, as, ..., a, € IR, iar f: IR} — IR se numeste ecuatie de tip Euler.
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Cu ajutorul substitutiilor

t=¢e€°
x(t) = y(s)
pentru t € IRY si s € IR, ecuatia (1.19) devine ecuatie liniara cu coeficienti

constanti de ordin n In necunoscuta y si variabila s. Acest lucru se vede
imediat din calculul diferentialelor in (1.19)

dv _dy _dy ds _dy 1 _ s dy
dt dt ds dt ds t  ds
apoi in mod recurent gasim ca
dra k dy dy? dry
— = | C1—4+Co—=+ - +Cr—= | k=2,3,...,n.
k= ¢ <1d3+ 2gs2 T T Ok et

Exemplu. Sa se rezolve problema

22" — ota! + 20 =2
z(1) =42'(1) = 1.

Solutie. Facand substitutia

t=e®
z(t) = y(s),
ecuatia devine

y(0) =y'(0) =1

—e®+1, ¢, revenind la ecuatia initiala, aceasta are

{ y' =3y +2y =2

care are solutia y(s) = €2*

solutia . =t —t + 1.

Rezolvarea ecuatiilor diferentiale
cu ajutorul seriilor de puteri

In cele ce urmeaza, vom prezenta o metoda care consta in obtinerea solutiei
unei probleme Cauchy ca suma a unei serii de puteri. Astfel de solutii se mai
numesc analitice. Fara a intra in detalii (pentru cei interesati recomandam
[49]), precizam faptul ca dacad functia f este analitici pe domeniul siu de
definitie, atunci problema Cauchy asociata (cu xg din domeniul lui f)

{ﬂ—ﬂ@

x(ty) = xo
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are o solutie analitica.
In continuare prezentam, pentru ilustrare, trei probleme rezolvate pe aceas-
ta cale.

Metoda coeficientilor nedeterminati. Metoda este eficienta mai ales pen-
tru ecuatii diferentiale liniare si consta in cautarea unei solutii de forma

oo
(1.20) z(t) =Y Cplt —to)"
n=0
Inlocuind z in ecuatie, prin identificarea coeficientilor puterilor egale ale lui ¢,
rezulta o relatie de recurenta intre acestia.
Exemplul 1. Sa se rezolve ecuatia diferentiala
(1.21) 2"+t +2=0.

Cautand o solutie de forma (1.20) cu ¢ty = 0 si inlocuind-o in ecuatia (1.21),
obtinem relatia:

(Co + 2C3) + t(2C + 6C3) + t2(3C + 12Cy) + - - +
+t7[(n +1)Cp + (n + 1) (1 + 2)Cra] +--- =0

de unde
Co+2Cy =0, 2C1 +6C5 =0, ,Cn(n + 2)Cn+2 =0,...

Astfel, am obtinut formula de recurenta

Cn
Cn+2 - —n+27
care da
Gy Gy Gy _(=D)"Co
02——7704——I—2.47 ’C2H_W’
O O _(=DrCy
CG=—3G=575 ’02"“_(2n+1)u’
Rezulta ca ( ) ) o
B oo _1)nt n 0 (_1 n+tly2n—
2(t) = Conz:% 2n)l +Clﬂ§ @2n+ 1)l
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Se verifica imediat ca cele doud serii de puteri care apar in membrul drept
sunt convergente pentru orice t. De asemenea, cei doi coeficienti Cy si Cy pot
fi determinati daci se prescriu conditii de tip Cauchy pentru x,z’ in t = 0.

Exemplul 2. Sa se rezolve problema Cauchy

(1.22)

(4 —t2)z" —2tz’ + 122 =0
z(l) = -7, /(1) = 3.

Vom folosi metoda seriilor de puteri si vom lua, in relatia (1.20), tg = 1, deci
[e.e]

x(t) = ZCn(t —1)". De asemenea, dezvoltam si coeficientii ecuatiei (1.22) in
n=0

serie de puteri in jurul lui to = 1. Avem:

4—t2=3-20t—-1)—(t—1)2
2t =-2-2(t—1)
12 =12

si ecuatia (1.22) devine

> (12— n—nH)Cp(t — 1)" = > 20*Cp(t — )" 1+
n=0 n=1

+> (Bn? = 3n)Cp(t —1)""2 =0
n=2

care mai poate fi scrisa sub forma

i[3(n +1)(n+2)Cpiz —2(n+1)*Cpy1 — (n = 3)(n +4)CLl(t —1)" =0

n=0
si conduce la relatia de recurenta

2(n+1)2Ch41 + (n —3)(n+4)C,

(1.23) Cnvz = 3(n+ 1)(n+2)

n=0,1,2,...

Din conditiile Cauchy asupra lui x,2’ in tg = 1 obtinem Cy = -7, C; = 3
si folosind (1.23) rezulta Cy = 15, C3 = 5, Cp, = 0 (n = 4,5, ...) iar solutia
x(t) = —12t + 5¢2.

Daca coeficientii ecuatiei nu sunt polinoame in ¢, atunci acestia se dezvolta
in serie Taylor si se procedeaza in continuare ca in Exemplul 1. Tlustram acest
lucru in:



16 Capitol introductiv

Exemplul 3. Sa se rezolve ecuatia diferentiala
(1.24) 2" + (sint)z = e’

Dezvoltam sint si e’ in serie Taylor in jurul lui ¢ = 0 gi cautam o solutie sub
forma

a(t) = Cut"
n=0

Obtinem:
00 2n+1 X 42n
e S e
sint = ma e = F

apoi, inlocuind in ecuatia (1.24), obtinem (identificand coeficientii)

(1.25) z=C <1 L L )+C i b )ty Ly
) =0 6 " 120 1 12 2" 12 ’
adica

Tr = Co:l,’l(t) + C1l’2(t) + l’g(t)

unde z3 este o solutie particulard. Se arata ca seriile ce apar in (1.25) sunt
convergente pentru orice .

Observatie. Cele mai multe ecuatii diferentiale nu se pot rezolva prin cuadra-
turi. In sectiunile anterioare am prezentat cateva tipuri de ecuatii care pot
fi rezolvate prin una din metodele standard. Dar o ecuatie poate sa aiba o
forma diferitd de cele prezentate anterior, insa, in anumite situatii, printr-o
schimbare de variabile inspirata, aceasta diferenta sa dispara. Precizam ca
nu exista o reguld (sau algoritm) de determinare a unor astfel de substitutii.
Totul tine de iIndeméanarea si experienta rezolvitorului.

1.2 Inegalitatea lui Gronwall

Rezultatul pe care il prezentam in aceasta sectiune este folosit in mod frecvent
la demonstrarea marginirii solutiilor unor ecuatii diferentiale. Presupunem ca
x, f, g sunt functii continue pe intervalul [a,b] C IR si, in plus, g(¢) > 0 pentru
orice t € [a, b].

Lema 2.1. (Gronwall) Daca

(2.1) (1) < f(b) + / (s)x(s)ds, ¢ € [,
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atunct

(2.2) x(t) < f(t) +/atf(s)g(s) exp (/tg(T)dT) ds, Vt € [a,b],

s

unde exp(a)=e?, Va € IR.

t
Demonstratie. Facem notatia y(t) :/ g(s)x(s)ds.

Deoarece functiile g si  sunt continue, rezulta ca functia y este derivabila
si v/ (t) = g(t)z(t), care impreuna cu (2.1) implica

Y (t) < g(t)f(t) + g(t)y(?).

. t
Inmultind ultima inegalitate cu exp (— / g(s)ds), rezulta
a

(2.3) % <y(t) exp (— / tg(s)ds)) < F(t)g(t) exp (- / tg(s)ds) telab).

Integrand inegalitatea (2.3) pe intervalul [a, t] si tindnd cont de (2.1) se obtine
(2.2). ]

Un caz particular interesant ce rezulta din Lema 2.1 corespunde situatiei
cand f = constant.

Corolarul 2.1. Dacd x satisface inegalitatea (2.1) cu f = M = constant,
atunci are loc

(2.4) z(t) < M exp (/tg(s)ds) , te€la,b.

a

Demonstratie. Inegalitatea (2.4) se obtine imediat din (2.2), inlocuind f cu
M si integrand prin parti al doilea termen din membrul drept. L]

1.3 Modelarea matematica

Procesul reprezentarii problemelor (fenomenelor) lumii reale in limbajul mate-
maticii este cunoscut sub numele de modelare matematica. Primul pas in acest
proces este transcrierea matematica a limbajului folosit pentru descrierea pro-
blemei. De obicei, pentru ca modelul matematic sa fie suplu, acceptabil din
punct de vedere al rezolvarii (chiar cu ajutorul tehnicii de calcul) se renunta
la o parte din variabilele ce descriu problema initiala. In acest fel, se obtine o
structura logica ideala ce ascunde in ea o problema concreta. In cazul nostru,
aceasta structurad consta in una sau mai multe ecuatii diferentiale.
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Oscilatorul armonic
Fie ecuatia
(3.1) maz” + kx = 0.

Aceasta ecuatie reprezintd modelul matematic al fenomenului fizic dat de
miscarea unui punct material de masa m suspendat de un resort elastic.

Presupunem ca resortul are lungimea ¢. Daca de resort suspendam un
corp de masa m, acesta va avea o elongatie Af datorata fortei elastice data de
ecuatia mg = kAl (greutatea corpului este anulata in efect de o forta elastica
staticd F., = —k:AE_j, k(> 0) fiind constanta elastica a resortului.

Fig. 3.1.

Putem considera ca origine de masura a elongatiei  punctul O din Figura
3.1.b. Scotand sistemul din pozitia de echilibru, singura forta necompensata
ramane forta elastica F, = —kx. Aplicand principiul IT al dinamicii obtinem
ecuatia diferentiald a miscirii ma = ma” = —kz, adica (3.1). Intr-un model
mai realist in care tinem cont si de fortele disipative (datorate vascozitatii),
ecuatia principiului I al dinamicii se va scrie:

ma” + ax’ + kx = 0.

Daca, in plus, asupra sistemului actioneaza si o forta exterioara (F(t)),
ecuatia devine

(3.2) mz” + ax’ + kx = F(t).
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Spunem c& sistemul are oscilatii libere daca F' = 0, in caz contrar el are
oscilatii fortate.

Circuitul RLC

Sa consideram circuitul din Figura 3.2 cunoscut gi sub numele de circuit RLC-
serie. El este format dintr-un generator care, furnizand o tensiune de V()
volti, este conectat in serie cu un rezistor de R-ohmi, un inductor de L henry
si un condensator de C' farazi.

Fig. 3.2

Cand comutatorul este inchis, prin circuit trece un curent de intensitate
I = I(t) amperi.

Vrem sa calculam valoarea lui I ca functie de timp si sarcina Q = Q(t)
(coulombi) In condensator la orice moment ¢. Prin definitie

_ dd

. I = )
(3.3) 7t

astfel ca este suficient sa calculam doar Q.

Dupa cum se stie din fizica, curentul I produce o cadere de tensiune la
bornele rezistorului egala cu RI, o cadere de tensiune in inductor egala cu
L(dI/dt) si o cadere de tensiune in condensator egala cu (1/C)Q. Legea a
II-a a lui Kirchhoff afirma ca tensiunea la bornele sursei este egala cu suma
caderilor de tensiune pe circuit. Aplicand aceasta lege circuitului din Fig. 3.2
(cu comutatorul inchis), obtinem:

dI 1
(3.4) L+ RI+ Q= V().
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Din (3.3) si (3.4) rezulta

(3.5) 1 L9, plo 1

de? i Tl =V

Aceasta este o ecuatie diferentiald de ordinul doi neomogenéa. Pentru a gasi
sarcina Q(t) in condensator, trebuie si determinam solutia generala a ecuatiei
(3.5), solutie care depinde de doud constante arbitrare. Pentru a determina
aceste constante se impun conditiile initiale Q(0) = Qo si Q'(0) = I(0) = 0.
Conditia a doua asupra lui Q' este naturald deoarece la momentul ¢ = 0 nu
este curent in circuit. Pentru a determina I(¢), putem folosi relatia (3.3) sau
ecuatia diferentiala

d’I ar 1 dV (t)

Ay L
a T tate dt

care se obtine din (3.3) prin diferentiere.

)

Observatie. Este usor de observat faptul ca, degi modeleaza fenomene diferite,
din punct de vedere matematic ecuatiile (3.2) si (3.5) reprezinta acelasi lu-
cru. Analogia dintre sistemele mecanice si electrice (analizate) este pusa in
evidenta in tabelul urmator.

Tabelul 1
Sisteme mecanice Sisteme electrice
Masa m Inductanta L
Constanta de frecare o Rezistenta R
Modulul de elasticitate k | Inversa capacitatii 1/C
Deplasarea x Sarcina condensatorului
Forta exterioara F(t) Tensiunea electromotoare V()
Viteza 2’ Intensitatea I

Ecuatia van der Pol

Sa consideram un circuit de tip RLC unde in locul rezistorului se pune un semi-
conductor. Diferenta dintre rezistor gi semiconductor este aceea ca rezistorul
disipeaza energia la toate nivelele, pe cind semiconductorul pompeaza energia
in circuit la nivele de jos i absoarbe energia la nivele inalte. Presupunem ca
pe semiconductor are loc o cadere de tensiune data de

Vs = I(I* - a)
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unde I este intensitatea curentului iar a, o constanta pozitiva. In plus caderile

dl
de tensiune pe inductor si condensator sunt date de: Vi = L&v respectiv
dVe 1
a . C
Din legile lui Kirchhoff rezulta

Vi+Ve+Vsg=0

care implica
dar —vp  Vs+Veo —IP+al -V
a L L L

de unde rezulta sistemul

I/_g _E_LS
v L
¢“Tc

Pentru simplificarea sistemului (1) se fac substitutiile
I =ax, Vo=py, t=nrs,
unde «, 3, sunt alesi astfel incat:
(*) ay = pC s 0427 =1L.
Revenind la sistemul (3.6) avem

ar I dVg d(By) ds B dy

cC C  dt  ds dt v ds

si

a dx d(ax)@_ﬂ_gl Vo I3_aax g g
v ds ds dt dt L L L L L L

si, avand in vedere conditiile (x), sistemul (3.6) devine

de _ T —y—a’
W _y
ds

ary . . .
unde p = 77 sistem care este echivalent cu ecuatia

/

Y +y=npl—y*y

cunoscuta si sub numele de ecuatia van der Pol (B. van der Pol, 1889-1959).
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Traiectorii ortogonale

Consideram familia uniparametrica de curbe data prin
(3.7) F(z,y) =c.
Diferentiind relatia (3.7) obtinem
Fodx + Fydy =0

unde F}, si F, sunt derivatele partiale ale lui F' in raport cu x si y. Rezulta ca
panta fiecarei curbe a familiei (3.7) este

dy _ _Fe

dr _Fy'

Vrem sa determinam o alta familie de curbe care sa aiba proprietatea:
fiecare curba a noii familii taie fiecare curba a familiei (3.7) intr-un punct in
care tangentele la cele doud curbe sunt perpendiculare. Se spune ca traiectori-
ile celor doua familii sunt ortogonale. Evident, panta traiectoriei ortogonale
unei curbe din (3.7) este data de

dy F,
de F,
Enumeram céteva fenomene fizice in care apar traiectoriile ortogonale:

1. In campul electrostatic, liniile de forta sunt ortogonale fata de liniile de
potential constant.

2. In curgerea bidimensionala a fluidelor, liniile de curgere a fluidului, nu-
mite linii de curent, sunt ortogonale fata de liniile de potential constant
ale fluidului.

3. In meteorologie traiectoriile ortogonale ale izobarelor (curbe ce leaga
suprafete de presiune barometrica egald) dau directia vantului: de la
zone cu presiune atmosferica mare catre cele cu presiune atmosferica
mica.

Modelul prada—rapitor

Acest model este din dinamica populatiei. Fie z(t) si y(f) numarul de indivizi
la momentul ¢ apartinand la doua specii, prima specie reprezentand prada
iar a doua rapitorii. Cele doud specii convietuiesc in aceeagi zona. Pentru a
construi modelul de interactiune dintre specii, facem urmatoarele ipoteze:
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(i) In absenta rapitorilor, prada are o rata de crestere proportionala cu nu-
marul de indivizi, adica: daca y(t) = 0, 2/(t) = ax(t), a > 0 fiind o
constanta.

(ii) In absenta prizii, ripitorii mor, au o rati de crestere proportionals cu
numarul lor de indivizi, deci y'(t) = —cy(t), (¢ > 0), daca z(t) = 0.

(iii) Numaéarul de intalniri (ciocniri) dintre membrii celor doua specii este
proportional cu produsul z(t) - y(t). Aceste intalniri au ca efect des-
cregterea numarului indivizilor prada si influenteaza pozitiv cregterea
numarului pradatorilor.

Aceste ipoteze conduc la sistemul de ecuatii diferentiale

' = ax — bry
(3.8) { Yy = —cy + dzy,

a, b, ¢, d fiind constante pozitive.

Sistemul (3.8) mai este cunoscut sub numele de modelul Lotka—Volterra
(A.J. Lotka (1880-1949); V. Volterra (1860-1940)), dupa numele celor care
l-au introdus.

Mentionam ca sistemul (3.8) poate fi folosit pentru modelarea unei clase
largi de probleme.

Dozajul medicamentelor

Este cunoscut din medicina ca penicilina gi alte medicamente administrate
unui pacient dispar din corpul acestuia dupa urmaéatoarea regula: daca x(t)
este cantitatea de medicament din corpul uman la momentul ¢, atunci viteza
de eliminare 2/(t) a medicamentului este proportionala cu z(t), adica x satis-
face ecuatia diferentiala

(3.9) 2'(t) = —ka(t)
unde k£ > 0 este o constanta ce depinde de medicament gi care se determina
experimental.
Din (3.9) rezulta
(3.10) z(t) = zoe M

unde 29 = z(0) este doza administrata initial.
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Din (3.10) se remarci faptul & () — 0 pentru ¢ — co. In practica medi-
cala Insa este necesar sa se mentina o anumita concentratie a medicamentului
in corp pentru un timp mai indelungat.

In acest scop se administreaza pacientului o doza initiala xg, apoi la inter-
vale egale de timp, 7 ore de exemplu, se da pacientului doza D de medicament.
Daca dorim ca in corpul pacientului la momentele 7,27, 37... s& se mentina
doza initiala xg, atunci doza D care trebuie administrata in aceste momente
se determina din relatia

zoe ¥+ D = x

de unde
D = xo(1 — e *).

Mentionam faptul ca ecuatia (3.9) caracterizeaza gi dezintegrarea radio-
activa.

Poluarea apei in lacuri

Una din problemele create de industrializare este poluarea apei. Un rau poluat
se va curata relativ repede intrucat curgerea apei atrage dupa sine si poluantul.
Purificara unui lac (de substante poluante), facuta doar prin scurgerea apei,
este un proces dificil necesitand o cantitate foarte mare de apa. Prezentam un
model de purificare in timp a lacului, bazat pe scurgerea graduala a apei din
lac. Pentru aceasta se fac urmatoarele ipoteze:

1. Ratele intrarii (afluxului) si scurgerea apei din lac au valori aproximativ
egale (le notam cu 7).

2. Poluantii sunt uniform distribuiti in apa. Concentratiile lor in apa ce
intra in lac si apa din lac sunt notate cu Cy respectiv Cs.

3. Poluantii sunt indepartati numai prin procesul natural al scurgerii apei
din lac.

Din ipotezele de mai sus, in intervalul de timp At¢, modificarea poluarii
totale = cantitea de poluant intrata in lac — cantitatea de poluant scursa din
lac, care conduce la expresia analitica

(3.11) A(VCy) = (C1 — Co)rAt + 0(At)

unde V este volumul lacului, iar (At)/At — 0 pentru At — 0. Cantitatea
0(At) se introduce deoarece atat Cy cat si Co depind de t.
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Din relatia (3.11) se obtine ecuatia diferentiala

¢y =9,

care este o ecuatie diferentiala de ordinul intai si are solutia

(3.12) Cot) = e~t/T [02(0) b7l /0 tCl(s)eS/Tds}

14 y : : . .
unde T' = — este numarul de ani necesari pentru golirea lacului daca rata
r
scurgerii se mentine constanta iar sursa de poluare este stopata.

Daca sursa de poluare este stopata (C7 = 0) din (3.12), rezulta ca timpul
necesar pentru a reduce concentratia poluantului din lac la jumatate este

t=TIn2.

1.4 Probleme

Sa se rezolve urmatoarele ecuatii diferentiale:
Ecuatii cu variabile separabile:

1.2/ =(x—1)(z—2); 2.2 =t3272; 3. 2/ =ta?® + 22 +to +

s t(x? + 3) o t(x? — 1)
4. (1+)z 5. (t —1)a®
z(1) = 3; z(2) = 1.
Ecuatii omogene:
t t Atz — o o=
6.0/ = 7.2’ =" fsin"; 8. 2/ =T .9, a2 412
t+x t t 2t2
z(0) = 1.

Ecuatii liniare:

10. (12 +1)2' =2tz +t3; 11. 2/ = 22 + e %;

t
12. %2/ = —te +t + 1; 13. o/ :xc,i + 2t sin t;
sint
t 1
14. 2/ = 2tx —t3 4+ t; 15. 2/ = — .
T x +t, x t2—|—1$+t(1—|—t2)
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Ecuatii de tip Bernoulli:

/ /
/ e — _
16. { T T2 @—0" "2 . 17t = da 4 25
z(0) =1

Ecuatii cu diferentiale exacte:
18. (2t + 2?)dt + (2tz + 1)dx = 0;
19. (zcost + z?)dt + (sint + 2tx + 322)dx = 0;

20. 2%(t — 2)dt + (1 — tz?)dz = 0; 21. (12 + 2t + 2?)dt + 2xdx = 0;

22. 2tz dt + (t* + cosx)dz = 0;

(tx® — 1)dt + (t?z — 1)dz =0
23. { z(0) = 1.

Ecuatii rezolvabile cu ajutorul factorului integrant:
24. wdr+tdt+ (1 + 2?)i2dt =0 (p=e2'3);
25. xdt + (3t —x + 3)dr =0 (p = 2?).
Ecuatii Lagrange:
26. tr'%+ (z —3t)2' +x=0; 27. x=2tz' — .
Ecuatii care admit reducerea ordinului:
28. 2/ —ta" + 23 =0; 29. 2% — 22" — 2/ =0; 30.zz" —22=0.

Ecuatii rezolvabile prin serii de puteri:

zz" 4322 =0 -
31. _ g

2(0) =1, 2/(0) = % (5” nZ::o )

x” +x=0 B 00 §

Ecuatii rezolvabile cu ajutorul substitutiilor:
33. 2/ = /x4 sint — cost (u = \/W),
34. (203 + 2ta? + x)dt + (32 — 2620 +t)de =0 (u = tx);
35. 22" = (2)? + 6tz? (x = efydt);
36. 9z’ — 18tz +4t3 =0 (2 = y?);
37. 22" +ta + (tQ — i) x=0 (y = \/z_fx),
38. z(1+ 2tx)dt + t(1 — 2tx)de =0 (u = 2tz).



Capitolul 2

Problema Cauchy
pentru ecuatii diferentiale

In capitolul I am prezentat diferite tipuri de ecuatii diferentiale pentru care
stim s& gasim solutia generald. Asa cum am mai mentionat, aceasta clasa de
ecuatii (rezolvabile prin cuadraturi) este foarte restransa, motiv pentru care
inca de pe vremea lui Euler s-a pus problema aproximarii solutiei unei ecuatii.
Dar pentru a aproxima o solutie trebuie, in primul rand, sa stim ca aceasta
exista. lar daca existenta este asigurata, ne intereseaza unicitatea solutiei
pentru ca, in caz contrar, nu stim ce solutie aproximam. Teorema Cauchy—
Picard ofera un rezultat de existenta si unicitate si in acelasi timp o metoda
de constructie aproximativa a solutiei unei ecuatii diferentiale.

2.1 Formularea problemei — metoda lui Picard

Fie problema Cauchy (cu valori initiale)

(1.1) { v =1t )

z(to) = 7o

unde f : IR? — IR este o functie continui. Deoarece f este continua se observa
ca relatia (1.1) este echivalenta cu

t
(1.2) xz(t) =zo+ [ f(s,x(s))ds.

to
Asadar, a rezolva problema (1.1) este totuna cu a rezolva ecuatia integrala
(1.2). Presupunem ca zp(-) este o functie continua ce reprezintd o aproxi-
manta a solutiei ecuatiei (1.2). Inlocuind z(s) cu z(s), membrul drept al
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ecuatiei (1.2) defineste o noua functie notata

x1(t) = o +/t:f(s, zo(s))ds.

Repetand procedeul, obtinem functia

t

xa(t) =z + t f(s,z1(s))ds,

si, iIn mod recurent, obtinem girul de functii 3(t), z4(¢), ... in care termenul de
pe locul ”n” este dat de formula

(1.3) xn(t) = x0 + tf(s,a:n_l(s))ds.

to

In practics, se ia xo(+) = xo. Sirul (z,,) se numeste girul aprorimatiilor suc-
cesive, iar metoda prin care se construiegte sirul (z;,) se numeste metoda
aprozimatiilor succesive a lui Picard (E.Picard, 1856-1941).

Utilizand aceasta constructie, vom demonstra ca, in anumite conditii im-
puse functiei f, problema (1.1) are o solutie locala unica. Teorema pe care o
demonstram in continuare este cunoscuta sub numele de teorema de existenta
gt unicitate a lui Cauchy—Picard.

Teorema 1.1. Fie f: D ¢ R?> — IR unde
(1.4) D ={(t,x) e R? |t —ty| <a, |z —x0| <b; a,bc RT}.
Daca
(i) functia f este continua pe D;
(ii) functia f este lipschitziana in a doua variabila pe D, adica exista
L > 0 astfel incat
(1.5) |f(t,z) = f(t,y)| < Llz —y|, V(t),(ty) €D,

atunci existd gi este unica o solutie x = x(t) a problemei Cauchy (1.1), definita
pe intervalul I = {t;|t — to| < 0} unde

(1.6) 5:min{a,]\b4}; M = max{|f(t,2)]; (t,z) € D}.
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Demonstratie. Existenta. Asa cum am mentionat, problema (1.1) este
echivalenta cu ecuatia integrala (1.2), deci este suficient sa aratam ca aceasta
din urma are o solutie unica pe intervalul I. In acest scop construim sirul
aproximatiilor succesive (cu xo(-) = xo) pentru solutia ecuatiei (1.2). In
legatura cu acest gir vom demonstra urmatoarele:

(J

) sirul (z,) este bine definit;
(jj) sirul (z,) este uniform convergent;
)

(jjj) limita sirului (x,) este solutia ecuatiei (1.2).
In continuare ne vom mérgini la intervalul [to, to+ 0] deoarece pe intervalul
simetric [ty — §, to] lucrurile se petrec in mod analog.

Pentru a demonstra (j) este suficient sa aratam ca functiile continue x,
x1(t), z2(t), ..., pentru tyg <t < tg+ J au graficele in D, domeniul in care este
definita functia f, deci ca pentru n = 0,1, 2, ... este verificata inegalitatea:

(1.7) |xn(t) — zo| < b, pentruty <t <ty+ 4.

Inegalitatea (1.7) este evidenta pentru n = 0; presupunand-o valabila pentru
n — 1, din (1.3) rezulta:

t
oa(t) = a0l < [ 1f(s2a-s(s)]ds < M{t —to) < MO <b,
to

si, conform principiului inductiei matematice, inegalitatea (1.7) este valabila
pentru orice n natural.
Pentru a demonstra (jj), consideram seria de functii

o

(1.8) 2o+ Y (xpe1(t) — (1))
k=0

pentru care suma primilor (n + 1) termeni este:

n—1

2o+ Y (wrp1(t) — 2x(t)) = za(t).

k=0

Folosind criteriul lui Weierstrass, vom demonstra ca seria (1.8) este abso-
lut i uniform convergenta pe [to,to + 0], cautand o serie majoranta pentru
modulele termenilor sai. Din (1.3) si (1.6) rezulta ca pentru n = 1 avem:

(1.9) |z1(t) — xo| < M(t — to).
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Apoi, din (1.3), (1.5), (1.6), rezultd (tinand cont de (1.9)):

t

, (F(s,21(5)) = f(s,20(5)))ds| <

t 2
<L/\1‘1 —zo(s)|ds < L M(S—to)dg_LM%.

|z2(t) — 21(t)]| =

Rationand inductiv, obtinem inegalitatea
M ( L(;)kJrl

(t_t0>k+1 -
k+1)! =L (k+1)

w1 (t) — ox(t)] < ML

de unde rezulta ca pentru tg < ¢t < tg + §, modulul termenului general al
seriei (1.8) este majorat de termenul general al seriei convergente cu termeni
pozitivi:

M s _

M S (Lo)F
sz::l mo- e

In consecinti, seria (1.8) este absolut si uniform convergentd in [to, to + d]. Fie
z(+) limita uniforma a girului x,(-); daca se trece la limita in ambii membri ai
relatiei (1.3) si se utilizeaza proprietatile functiilor continue si ale integralelor
de giruri de functii uniform convergente, rezulta ca pe intervalul [tg,to + J]
avem:

ot) = o+ Jim [ F(s.na(s))ds =0 + [ £(5,2(5))ds

deci functia z(-) astfel construita verifica ecuatia integrala (1.2) in intervalul
[to, to + d], ceea ce demonstreaza afirmatia (jjj).

Unicitatea. Presupunem prin reducere la absurd ca ecuatia (1.2) mai are
o solutie y(+), deci

t
(1.10) u(®) = 0+ | S(s,5())ds

0
Scazand (1.10) din (1.3) si folosind conditia Lipschitz (1.5), obtinem
(1.11) lon (t) — y(1)] < L/ 2 ( 5)|ds.

Dar, din (1.10) rezulta

(1.12) ly(t) — w0l < M(t — to),
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iar din (1.11), tindnd cont de (1.12), obtinem prin recurenta

ealt) — y(t) < Lo L1 ML

n+1)! = L (n+1)!
de unde rezulta ca x,(t) — y(t) pentru n — oo, Vt € [tg — 0,19 + J] deci
y(-) = z(+), ceea ce incheie demonstratia unicitatii si a teoremei. u
Observatii.

: : e L Of :
1. Daca functia f admite derivata partiala a—f marginita in D, atunci con-
x

ditia Lipschitz (1.5) este verificata in D.

2. Unicitatea solutiei se poate demonstra ugor plecand de la relatiile (1.3) si
(1.10) si aplicand inegalitatea lui Gronwall modulului diferentei

(z(t) —y(t)).

3. Se poate demonstra ca problema Cauchy (1.1) admite solutie chiar atunci
cand f satisface doar conditia (i), deci nu este lipschitziana in a doua
variabila.

In acest caz insa, nu mai este asigurata unicitatea dupa cum se poate observa
din exemplul urmator:

Problema Cauchy

{7a%

p(t) = [4 ]g

C > 0 fiind un numar arbitrar.

Evaluarea erorii in aproximarea solutiei prin metoda lui Picard
rezulta din

S M & t—t
|2(t) — 2 (t)] < D Jwpr1 (t) — zi(t)] < I Z LF(t —to)* -
k=n 1

M & (LS M (Lot
gfz(k')<fill) (k')
k=n+1 : n 'k::() !
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de unde
n+1
(1.13) () — n(t)] < % %em
(Ld)n—i-l

(n+1)!

n — 00, inegalitatea (1.13) ne da o informatie asupra numarului de iteratii
necesare pentru obtinerea solutiei pe intreg intervalul I, cu o aproximatie
dorita.

Evaluarea (1.13) este valabila pentru orice t € I. Deoarece —0 pentru

Exemplu numeric. Se considera ecuatia de tip Riccati
v’ =2 ftr+t

1
unde [t| < 3’ |x| <1 si se cere sa se aproximeze solutia care verifica conditia
Cauchy z(0) = 0.

1 11 1
Avem: a = 3’ b=1, M = 2. Rezulta § = min{§,§} =3 Apoi in

1
D= {(t,x); [t] < 3’ lz| < 1} avem:
2 _ 2 5
F(tw) = fty)| = |o? -y 4t —ty| < |o—ylla+y+1| < 2lz =yl

5
deci L = 3 Inegalitatea (1.13) devine:

11
valabila pe tot intervalul [—55} .

De exemplu, pentru n = 3

1%
= 1256 €

o

|x(t) — z3(t) = 0, 2826.
Rezulta ca x3(-) aproximeaza solutia exacta, in intervalul [—55] , Cu O eroare

absoluta mai mica decat 0, 2827.
Aproximatiile succesive se calculeaza cu formula (1.3), adica (in cazul
nostru):

Ty (L) :/Ot(a:i(s) + szp(s) + s)ds, xo = 0.
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Rezulta imediat ca:

1 U A
z1(t) = 5152; To(t) = ottt

fo—t ettt — =+ =

)= ——
5 = 3350 300 T 57 "0 T s Tw st

2.2 Teorema de existenta si unicitate pentru
sisteme de ecuatii diferentiale de ordinul I

Fie IR™ spatiul real de dimensiune n, ale cirui elemente sunt vectorii n-
dimensionali de forma x = (1, z2, ..., ) scrisi sub forma de linie sau coloana.

Componentele x1, x9, ..., x, ale n-uplului (z1, x9, ..., x,) se numesc coordo-
natele vectorului x.

Spatiul IR™ se organizeaza ca spatiu liniar (sau vectorial) cu operatiile
obignuite de adunare a vectorilor si iInmultire a vectorilor cu scalari.

Se numeste normd o functie reald, notata || - ||, definita pe IR, care satis-
face conditiile:

(i) ||z|| > O pentru orice z € R", iar ||z|] = 0 daca si numai daca toate
componentele lui z sunt nule deci x = 0,

i) [z+yl<||z||+|yll, ¥z, yeR", numita inegalitatea triunghiului,
(iii) [[Az| = [Al[lz]], VA € R, z € R".

Orice norma induce pe IR"™ o topologie, care permite definirea notiunii de
convergenta.

Astfel, vom spune ca sirul {zP}>2; converge la z in norma |-, daca
lim ||z — x| = 0. Evident, conditia necesara si suficientd ca {zP} sa tinda
p—00

catre x, este ca toate componentele lui 2P = (24,25, ...,2P) sd tinda cétre
componentele corespunzatoare ale lui x.

Rezulta de aici ca oricare doua norme pe IR™ definesc aceeasi convergenta,
cu alte cuvinte sunt echivalente.

Printre normele cele mai utilizate pe IR™ sunt:

n 1/2
(2.1) x|, = (fo) , * = (z1,...,xy) — norma euclidiana
i=1

n
(2.2) lelly = D _lwil, @ = (21,..., 2n)
i=1
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(2.3) |z||y = max{|z;|, i =1,...,n}, v = (z1,..., ).

Daca vectorul x depinde de ¢ si componentele sale sunt functii derivabile
de t, vom numi derivata lui x vectorul ale carui componente sunt derivatele
componentelor lui z, adica:

/_d_w_(@@ dm_n)
5w T Car e

De asemenea, definim integrala vectorului x prin:

/ab:c(t)dt = (/abml(t)dt,/abxg(t)dt, ~--,/abxn(t)dt> )

Este evident ca pentru a < b are loc inegalitatea

b
V x(t)dt

Cu aceste pregatiri putem enunta teorema de existentd si unicitate pentru
sisteme diferentiale.

< [ leteytar.

Teorema 2.1. Fie sistemul diferential

(2.4) v = filt,x1, .., zn), i =1,....n,

cu conditiile initiale

(2.5) zi(te) =2, i=1,...,n,

unde f; sunt functii continue de cele (n+1) argumente ale lor in paralelipipedul
(n + 1)-dimensional

D ={(t,z) e R"™Y |t —to| <a, ||z —x0|| < b; a,b € RT}.

Presupunem ca functia vectoriala f(t,z) = (fi1(t,x), ..., fu(t,z)) verifica in D
conditia lui Lipschitz

1f(tz) = f(t )l < Lllz —yll, V(¢ 2),(ty) € D.

In aceste conditii sistemul diferential (2.4) cu conditiile initiale (2.5) are o
solutie unica pe intervalul I = {t; [t —to] < d} unde

5:min{a,%}; M = max{|[f(t,)|: (t,z) € D}.

Demonstratia Teoremei 2.1 urmeaza pas cu pas pe cea a Teoremei 1.1 astfel
ca o lasam In seama cititorului.
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2.3 Existenta si unicitatea solutiei unei ecuatii
diferentiale de ordin superior

Consideram ecuatia diferentiala de ordinul n, scrisa sub forma normala
(3.1) (" = flt,z, 2, ...,:1:(”_1)).

Prin solutie pentru ecuatia (3.1) pe intervalul /CIR intelegem o functie de
clasa C™ pe I, care verifica relatia (3.1) in orice punct ¢ € I, iar prin problema
Cauchy asociata ecuatiei (3.1) intelegem determinarea unei solutii = care la
un moment dat t = tg € I verifica conditiile

(3.2) x(to) = a9, 2/ (to) = 29, ..., 2"V (tg) = 22;

29,29, ..., 20 fiind fixate.
Prin intermediul transformarii

(3.3) z=x, 2o =1, ...,xy =2V

ecuatia (3.1) devine echivalenta cu sistemul diferential de ordinul 1

) = @9

xh = x3
(3.4 s

1’%—1 = Tn

iar conditiile initiale devin
(3.5) zi(te) =20, i =1,2,...,n.

In acest fel, pentru a rezolva problema Cauchy asociata ecuatiei (3.1) este
suficient sa rezolvam problema Cauchy asociata sistemului (3.4).
Presupunem ca f satisface urmatoarele conditii

(i) f este continua pe multimea D={(t, 1, ...,z,) ER" L |t — ty|<a,
|z — 2% <b,i=1,2,..,n; a,be RT}

(ii) f verifica in D conditia Lipschitz

|f(t,x1, @,y ) — (Y1, Y2,y ooy Yn) | <L max{|z;—y;|; i = 1,2, ...,n}
pentru toti (¢, x1,x2, ..., xn), (t, Y1, Y2, ..., Yp) din D.
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Teorema care urmeaza este un caz particular al Teoremei 2.1.

Teorema 3.1. Daca sunt verificate conditiile (i) gi (ii), problema Cauchy
(3.1), (3.2) admite o solutie unica x=x(t) definita pe intervalul I={t; |t—ty|<do}

d 6: i ) )
unae min § a M $1

M = max{|f(t,z1,z2, ..., xn)|, 22|, ..., |xn|; (t,21,22,...,2,) € D}.

Exemplul 3.1. Sa se rezolve problema Cauchy

t3$/// + 3t2$” + t.’I,'/ —xr = O’ 1‘(1) - O, 1',(1) = 07 x/,(]‘) =1

Solutie. Ecuatia este de tip Euler. Facand, pentru ¢ > 0, substitutia ¢t = €7,

. . xz . . Y . .
ecuatia devine 43 r= 0 care este ecuatie diferentiala liniara cu coeficienti
T

constanti si are solutia
3 3
xz(1) = Cre” + e /2 (Cg cos \277' + C3sin \2_7'>

si, revenind la substitutie, gasim solutia generala

1
x(t) = Cit + % C5 cos <§ lnt> + C3sin <§ lnt> , t>0.
Impunand conditiile initiale, gasim C7 = E Cy = 1 Cs = _ 1 i deci
p t ) 8 1 — 3’ 2 = 3’ 3 — \/g 3

solutia problemei este

x(t) = %t - % E cos <§ lnt) + %sin (?hlt)

In cazul In care nu sunt indeplinite conditiile teoremei, nu avem unicitate
dupa cum se poate vedea din exemplul urmator.

> 0.

Exemplul 3.2. Ecuatia neliniara de ordinul al doilea
3(2')%2" 4 24(1 — ) = 0; x(0) =1, 2/(0) =0,

are cel putin trei solutii: () =1, z(t) =1 — 2 gi 2(t) = 1 + 2.
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2.4 Prelungibilitatea unei solutii cu conditii
initiale date

Sa consideram problema Cauchy

(4.1) { v’ = f(t,2)

x(to) = xo

unde f este o functie continui intr-un domeniu DCIR?.
Co .. Of e : N
Daca derivata partiala —— este continua in D, atunci, aga cum am vazut in

Teorema 1.1, problema Caucgfly (4.1) admite o solutie locala unica (deoarece se
poate construi un paralelipiped centrat in (tg,xg), in care functia f satisface
conditia lui Lipschitz relativ la x).

Uneori, chiar pentru ecuatii neliniare foarte simple, nu exista o solutie pe
intregul interval de variatie al variabilei ¢, inclus in proiectia pe Ot a lui D.

Spunem ca solutia * = ¢(t) a problemei (4.1) definitd pe un interval
I = [a, b] este prelungibild daca exista o solutie x = 1(t) a problemei, definita
pe un interval JDI astfel incat ¢ = 1) pe I. Prelungibilitatea solutiei x = ¢(t)
la stanga punctului ¢t = a, respectiv la dreapta punctului ¢ = b, se definegte in
mod natural. O solutie care nu este prelungibila se numeste saturatd. Din teo-
rema de existenta si unicitate locala (cazul lipschitzian) rezulta ca intervalul
de definitie al unei solutii saturate este deschis.

De exemplu, problema Cauchy

=241
z(0)=0
are ca solutie functia x = tgt care nu poate fi prelungita decat pana la inter-
Il deschi < u ”)
valul deschis [ —=»—
2 2

In teorema care urmeaza dam un criteriu simplu de prelungibilitate.

Teorema 4.1. Fie problema Cauchy (4.1) unde f este o functie continua
in ambele variabile, lipschitziand in variabila x si marginita in D. Fie (a,b)
intervalul finit pe care s-a definit solutia x(-) a problemei (4.1). In acest caz
exista

lim = z(ay) ¢ lim = x(b_).

t—a t—b
t>a t<b

Presupunem ca (b,x(b_)) € D. In acest caz solutia poate fi prelungitd la
dreapta punctului t = b. Prelungibilitatea la stanga punctului t = a se trateazd
in mod similar.
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Demonstratie. Presupunem ca |f(¢t,z)| < M pentru (¢,z) € D.
Problema Cauchy (4.1) este echivalenta cu ecuatia integrala

x(t) = zo + tf(s, x(s))ds.

to

Daca ti,ts € (a,b), atunci:

to
a(ta) — 2(tr)] = V f(s,2(8))ds| < Mlts — 1],

inegalitate care, in baza teoremei lui Cauchy asupra limitelor de functii, im-
plica existenta limitelor laterale x(a4) si z(b—). Acum, deoarece (b, z(b_)) € D
putem aplica din nou teorema lui Cauchy—Picard care stabileste existenta unei
solutii intr-o vecinatate a punctului ¢ = b care coincide cu solutia z(-) pentru
t < b, din cauza unicitatii. "

Corolarul 4.1. Fie sistemul de ecuafii diferentiale de ordinul intdi, liniare:
n
1‘; = Zaij(t)xj + bi(t), 1=1,2,...,n,
j=1

unde functiile a;j(-) si b;(-) sunt continue intr-un interval I al axei reale.

Pentru orice tg € I si orice numere reale oy (i = 1,2,...,n), sistemul
admite o solutie unicd x(t) = (x1(t),...,xn(t)) care verifica conditiile inifiale
zi(tg) =y, (1=1,2,...,n).

Aceasta solutie este prelungibila pe intregul interval I.

2.5 Probleme

Sa se rezolve urmatoarele probleme Cauchy
' = —xcost + sintcost
1.
z(m) = 0;
o 272 — tx
2. 12 —tx 4 a2
z(0) =1;
o — to
3. T2 g4
z(1) =1,
o | o= —2tw 2
C | 2(0)=1;
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x/// — tet
> { 2(0) = 2/(0) = 2(0) = 0.

6. Sa se construiasca primele trei aproximatii succesive pentru solutiile
problemelor Cauchy

/ xz
2) { Ty
z(1) =0;

' =tr —y?
b) ¢y =xy—2

z(0) = =2, y(0) = 1.

7. Fie problema Cauchy

v =—2% 2(0)=1
y=azy y(0)=5

(i) Sa se arate ca aceasta problema are solutie unica in orice interval care
contine originea.

(ii) Folosind metoda aproximatiilor succesive sa se afle solutia sistemului.

8. Fie z si y solutiile problemelor Cauchy

¥ =va?—-1, z(0)=1
Y =vy*+1, y(0)=0

Presupunand ca are loc teorema de existenta si unicitate sa se arate ca =’ = v,
y' = x si apoi si se rezolve cele doud ecuatii.

9. Sa se construiasca primele trei aproximatii succesive pentru solutiile
problemelor Cauchy:

(i) 2/ =t* + 27, 2(0) =1,
(i) 2’ = 3tx —2e?*~1, 2(0) = %
10. Fie problema Cauchy

2" +22 +ax =0, a € R, 2(0) =0, 2/(1) = 1.

Sa se discute in functie de parametrul « existenta solutiei acestei probleme.
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11. Sa se arate ca existda un interval pentru care solutiile problemelor
Cauchy de mai jos exista gi sunt unice. Sa se determine apoi primele trei
aproximatii succesive pentru solutiile acestor probleme.

) x =3t 4 a3
z(0) = 0;

b) o —tr' =12 4 2?2
2(0) = 0,2/(0) = 1.



Capitolul 3

Ecuatii si sisteme de ecuatii
diferentiale liniare.
Transformata Laplace

3.1 Ecuatii diferentiale liniare

Definitii

O ecuatie de forma:

(1.1) 2™ 4+ a; ()" 4 a1 ()7 + an(t)z = f(2)

se numeste ecuatie diferentiala liniara de ordinul n. Peste tot in cele ce
urmeaza vom presupune ca functiile aq,...,a,, f sunt continue pe un inter-
val I, numit interval de definitie al ecuatiei diferentiale. Daca functia f este
identic nula pe I, ecuatia (1.1) se numeste omogend, iar in caz contrar neo-
mogena. Fie C™(I) multimea functiilor derivabile de n ori pe intervalul I cu
derivata de ordinul n continua si L operatorul definit pe C"(I) prin:

L(z) =2 +a; ()™ Y + o 4 ap_1 ()2 + an(t)z.
Remarcam ca acest operator este liniar adica verifica relatiile:
(1.2) L(z1 4+ x2) = L(x1) + L(x2); L(cx) =cL(x), ¢ € R.

Fie X o solutie particulara a ecuatiei (1.1). Daca x este o solutie oarecare
a ecuatiei (1.1) si facem substitutia x = X + y rezulta (deoarece L(x) =
L(X)+ L(y) = f(t)) ca y verifica ecuatia

1.3) ¥y ™ +art)y" Y +ast)y" D 4+ an1 ()Y + an(t)y = 0
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care se numeste ecuafia omogend asociata ecuatiei (1.1).

De aici rezulta ca solutia generala a ecuatiei (1.1) se obtine ca suma dintre
o solutie particulara a ecuatiei (1.1) si solutia generala a ecuatiei (1.3).

Pe de alta parte, daca yi,y2, ..., yr sunt k solutii ale ecuatiei (1.3) iar ¢; €
R, i = 1, k, atunci si c1y1 4 cayo + - - - + ¢y este solutie a ecuatiei (1.3). In
mod firesc se pune intrebarea: cate solutii particulare ale ecuatiei (1.3) sunt
necesare si ce proprietati trebuie sa aiba acestea pentru a putea obtine cu
ajutorul lor orice solutie a ecuatiei (1.3). In acest scop sunt necesare cateva
notiuni care se introduc in paragraful urmator.

Dependenta si independenta liniara a unor functii

Un sistem de n functii x1, xo9, ..., T,, continue intr-un interval I, se numesc
liniar dependente in I daca exista constantele cq, ca, ..., ¢, nu toate nule, astfel
incat pentru orice ¢ € I sa aiba loc egalitatea

c121(t) + coxa(t) + - - + cpp(t) = 0.

In caz contrar, spunem ca sistemul de functii este liniar independent. Sa
observam faptul ca nu este ugor de verificat, cu ajutorul definitiei, dependenta
sau independenta liniard a unui sistem de functii. Acest lucru se dovedeste a
fi simplu daca utilizam notiunea de wronskian.

Daca functiile z1, x9, ..., z,, sunt de clasid C"~! pe intervalul I, determinan-
tul

T To .. Tp
/ / /
L1 ) Tn
W(.%'l, Ly wuny .%'n) =
(n—1) (n—1) (n—1)
L1 2 n

se numeste wronskianul sistemului de functii.
S& presupunem acum ca xi, X2, ..., Ty sunt solutii ale ecuatiei diferentiale
liniare gi omogene de ordinul n

(14) 2™ +a @)z +ay()z™ D + - a1 ()2 () + an(t)z =0

Dorim sa verificam daca aceste functii sunt sau nu liniar independente.
Presupundnd ca sunt liniar dependente rezulta ca exista constantele
c1,Ca, .., Cp, NU toate nule astfel Incat

(1.5) c1x1 +coxo + -+ cpxy, =0 pe 1.
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Deoarece x; sunt solutii ale ecuatiei (1.4) rezultd ca exista derivatele
/ (n—1)

Ty Ty ooy T; iar relatia (1.5) conduce, prin derivare succesiva, la sistemul
c1r1 +coxrs+ -+ ey, =0

(1.6) ax] + coxh + -+ ez, =0
"™ e 4T = 0

Sistemul (1.6) poate fi privit ca un sistem omogen de ecuatii liniare in
necunoscutele ci, ¢, ..., ¢,. Acest sistem are si alta solutie inafara de solutia
banala daca si numai daca determinantul matricii sistemului este nul.

Ori aceasta Inseamna ca in orice punct din I wronskianul functiilor x4, ..., z,
este nul. Cu alte cuvinte, am demonstrat urmatorul rezultat.

Teorema 1.1. Solutiile x1, xo, ..., T, ale ecuatiei diferentiale (1.4) sunt liniar
independente pe I dacd si numai daca wronskianul lor W (z1, 2, ..., zy) este
nenul in orice punct al intervalului I.

Sistem fundamental de solutii al unei ecuatii liniare omogene
Fie ecuatia

(1.7) 2™ 4 ay ()Y £ ag )z 4 a1 ()2 + an(t)z =0

Teorema 1.2 (Liouville). Fie W (t) wronskianul unui sistem de n solutii ale
ecuatiei (1.1). Atunci, are loc egalitatea

(1.8) W (t) = W (to) exp (—/ttal(s)ds> , Vi, to € 1.

0

Demonstratie. Pentru simplificarea scrierii vom lua n = 3; fie x1(t), z2(t),
x3(t) trei solutii ale ecuatiei (1.7). Avem:

ry T2 X3
/ / /
W(z1,x9,23) = | 2] x4 a4
! 4 4
x| Ty Xy
Derivand acest determinant in raport cu ¢ si tinand cont de regula de derivare
a unui determinant si de ecuatia (1.7) pentru n = 3, avem:

X X X X
w5 o] |
dt 1! !

a2l —aq(t)z] — ag(t)x) — ag(t)xy
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unde In ultimul determinant s-a scris numai prima coloand. Scriind acest
determinant ca o suma de trei determinanti, doi dintre acestia sunt nuli, avand
cate doua linii proportionale. In acest fel se obtine

dWw
e t |/|/
dt al( ) )
care conduce la formula (1.8). Cazul general se trateaza analog. "

Rezultatul stabilit in Teorema 1.2 permite introducerea notiunii de sistem
fundamental de solutii.

Definitia 1.1. Un sistem de n solutii ale ecuatiei (1.7) se numeste fundamen-
tal daca cel putin intr-un punct din I (de fapt pe tot intervalul) wronskianul
lor nu se anuleaza.

Utilitatea sistemului fundamental de solutii reiese din teorema urmatoare.

Teorema 1.3. Daca se cunoaste un sistem fundamental de solutii pentru
(1.7), orice alta solutie este o combinatie liniard a solutiilor din sistemul fun-
damental.

Demonstratie. Daca x este o solutie a ecuatiei (1.7) care in punctul ¢y €
satisface conditiile

(to) = o, 7' (t0) = q1, ., 2"V (to) = gn_1,
este suficient sa aratam ca exista cq, ca, ..., ¢, € IR astfel incat
T =cCx1+Cxo+ -+ cpxy.
Conditiile initiale satisfacute de x conduc la sistemul liniar algebric

c1z1(to) + cawa(to) + -+ + cpzn(to) = qo,
c17) (to) + cowh(to) + -+ + cnzn(to) = q1,

cwcgn_l)(to) + CQ(L'gn_l)(t()) +e cnm%n_l)(to) = gn_1

care are o solutie unica deoarece este un sistem de tip Cramer cu determinantul
W (to) # 0, ceea ce incheie demonstratia teoremei. n
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Ecuatii diferentiale liniare neomogene

Presupunand ca se cunoagte un sistem fundamental de solutii pentru ecuatia
omogena

(1.9) 2™ 4 a ()™ 4 (D)2 + ap(t)z =0

utilizand metoda variatiei constantelor (Lagrange) se poate obtine (prin cuadra-
turi) o solutie particulard a ecuatiei neomogene

(1.10) 2 ay ()" a1 (D)2 + an(t)z = ().

Schitdm (pentru simplitate) cum se face acest lucru pentru cazul n = 3.
Pentru aceasta, presupunem ca x1, x9, r3 formeaza un sistem fundamental
de solutii pentru (1.9). Solutia generala a ecuatiei (1.9) va fi data de

(1.11) T = c1a1 + coxo + c3x3, €1,C2,c3 € IR.

Metoda wvariatiei constantelor consta in a considera pe ci,co,c3 ca functii
de variabild independenta t gi a le determina astfel incit x = c1(t)z1(t) +
co(t)xo(t) + c3(t)z3(t) s fie o solutie a ecuatiei (1.10). In acest scop impunem
functiilor ¢1, co, c3 sa satisfaca Impreuna cu x1, x2, x3 sistemul

C/1$1 + CIQLIIQ + 0/3563 =0
(1.12) i + chal + chxh =0
/) ! 0 AP/
1T + CoToy + C3T3 = f(t)

Deoarece wronskianul functiilor x1, 2,3 nu se anuleaza in intervalul 1
rezultd ca sistemul (1.12) este un sistem Cramer cu solutie unica pentru orice
t € I. Functiile ¢1(+), ca(+), c3() se obtin prin cuadraturi, apoi cu ajutorul lor
se obtine solutia particulara

(1.13) z(t) = c1(t)x1(t) + ca(t)x2(t) + c3(t)z3(t)

a ecuatiei (1.10) pentru n = 3. Rezultd ca solutia generald a ecuatiei (1.10)
va fi datd de suma dintre solutia generald (1.11) a ecuatiei (1.9) si solutia
particulara (1.13) a ecuatiei (1.10).

Exemplu. Studiul incovoierii unei placi subtiri, circulare, incastrate pe contur
si supusa unei sarcini concentrate in centrul ei se face prin intermediul ecuatiei
diferentiale

2 d*p do

T W—l—x@—tp:kx, z € (0,r],
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unde k = const. Sa se determine solutia care satisface conditiile limita,
lirr%) o(z) = 0, p(r) = 0, stiind ca ecuatia omogena admite solutia particu-
Tr—

lara ¢ (z) = .

Solutie. Luand ecuatia omogena asociata

si facand substitutia ¢(x) = zy(z), obtinem pentru y ecuatia xy” + 3y’ = 0
care da solutia particulara y(z) = —;, deci p2(z) = —
x

Deoarece wronskianul solutiilor ¢1, 2 este diferit de zero pe (0, 7], rezulta
ca acestea sunt liniar independente, deci solutia generala a ecuatiei omogene
este

1
o(z) =cx + CQE, x € (0,r].

Pentru ecuatia neomogena se cauta o solutie particulara prin metoda varia-
tiei constantelor si se gaseste

= L
17 o
ch = _—kx
272
k —k k k
deci ¢1(x) = Elnx, ca(z) = TmQ siop(z) = ;lnx — 45 TE (0, 7], iar

solutia generala a ecuatiei neomogene este

1
p(x) = <];1n:v+c1> T+ (02 — kx2> — x € (0,7].

4 z
Conditiile la limita implica ¢ = _7 Inr + 2= 0 care determina solutia
k
o(z) = 71‘111%7 z € (0,r].

Ecuatii diferentiale liniare cu coeficienti constanti

Pentru inceput ne ocupam de gasirea unui sistem fundamental de solutii pentru
ecuatia diferentiala

(1.14) 2 a2 Y 4+ ra, 17 +a,r =0

unde a1, as, ..., a, sunt constante reale.
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Se cauta o solutie particulara de forma e*; calculand derivatele succesive

ale acestei functii gi inlocuind in (1.14) se obtine:
(1.15) M+ ar A" api A+ ay) =0

Polinomul
PO =X+ N '+ ta, A +a,

se numeste polinomul caracteristic atagat ecuatiei diferentiale (1.14) iar
(1.16) Nt a At A a, =0

ecuatia caracteristica corespunzatoare acestei ecuatii diferentiale.

Din (1.15) rezulta ca e este solutie a ecuatiei (1.14) daca si numai dac
A este radacina a ecuatiei caracteristice atasate.

Dupa cum se stie, teorema fundamentala a algebrei afirma ca ecuatia ca-
racteristica admite, in cazul numerelor complexe, exact n radacini. Problema
determinarii efective a acestora nu este insa intotdeauna simpla.

In continuare analizim cazurile care apar in rezolvarea ecuatiei (algebrice)
caracteristice (1.16).

Cazul I. Ecuatia caracteristica are radacini distincte, A1, Ao, ..., A,,. Co-
respunzator, se obtin n solutii ale ecuatiei diferentiale (1.14):

T = e)‘lt,xQ = e)‘2t, ey Ty = e)‘"t,
fie ca radacinile distincte ale ecuatiei caracteristice sunt reale sau complexe.
Calculand wronskianul acestui sistem de solutii in punctul ¢ = 0 gasim

W(0) = H (Aj — \;) care este nenul, deci sistemul este independent.
1<i<j<n
Solutia generala a ecuatiei (1.14) este

z(t) = 1M 4 et - et
care arata ca este definita pe toata axa reala.

Daca ecuatia (1.16) are radacini complexe, ele sunt grupate in perechi
conjugate, A\ = a + fi, Ay = a — i etc.

Solutiile eM? si e*?? pot fi inlocuite cu

e cos it = % (e(aﬂﬁ)t + e(afﬁz')t)
(1.17) X
at o _ = [ (a+Bi)t _ (a—pi)t
e sin ft = 5; (e e )
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care sunt si ele liniar independente.

In consecinta, In cazul in care ecuatia caracteristica admite radacini dis-
tincte solutia generala se obtine ca o combinatie liniara de exponentiale si
expresii de forma (1.17).

Cazul I1. Ecuatia caracteristica are radacini multiple. Fie L operatorul
diferential liniar

L(z) = 2™ 4+ a1z a2 4o 4, 12+ ane.

Utilizand formula lui Leibniz de derivare a produsului a doua functii, se
stabileste usor formula

P! P(n)
(1.18) L(ye™) = e (me Yy ) '

Sa presupunem ca Aj este radacina multipld a ecuatiei caracteristice, de
ordinul de multiplicitate m; < n , deci ca:

P(A\) =P'(\)=---=Pm=U(x\) =0, iar P™) () #£ 0.
Avand in vedere formula (1.18), ecuatia diferentiala L(ye*?) = 0 devine:

)p(m1)()\1)
ml!

s PO W)M
(m1+1)! n!

ylm +y =0

si admite ca solutie particularda un polinom de gradul (m; — 1) in ¢. Deci, co-
respunzator radacinii A; de ordin m; de multiplicitate, ecuatia (1.14) admite
o solutie de forma:

M(co + ert 4+ eot? + -+ ey t™ ),
adica my solutii de forma:

e’\lt, te/\lt, th’\lt, e pm—lehit,

Presupunand ca ecuatia caracteristica are radacinile distincte A1, Ag, ..., Ax cu
multiplicitatile mq, ma, ..., mg (my +mg+-- -+ my = n) din rationamentul de
mai sus, rezulta ca ecuatia diferentiala (1.14) admite solutiile

(1.19) P (), M2 Py(t), ..., ML P (t),

unde Pi(t), Pa(t),..., Pi(t) sunt polinoame de grade (m;—1), (mgo—1),...,
(mg—1), continand in total mj +mgy+ - - - +my = n constante arbitrare, adica
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n solutii ale ecuatiei diferentiale. In final, ardtam ca cele n solutii formeaza
un sistem fundamental. Pentru aceasta este suficient sa demonstram:

Lema 1.1. Daca
(1.20) Q1(t)eM + Qo(t)eM! + - + Qu(t)eM =0, V€ R

unde Q;(t) sunt polinoame cu coeficienti reali sau complecsi, iar A, Ag, ..., Ak
sunt numere reale sau complexe diferite intre ele, atunci toate polinoamele @Q;,
1=1,2,...,k sunt identic nule.

Demonstratie. Cazul £ = 1 este banal deoarece exponentiala este diferita
de zero in orice punct.
Presupunand acum k > 2, relatia (1.20) este echivalenta cu

(1.21) Q1) + Q2(t)ee MY . Qp(t)eM A = 0,

Derivand in raport cu ¢ membrul drept al relatiei (1.21), gradul lui @ (¢)
se reduce cu o unitate, iar ceilalti termeni raméan de aceeasi forméa, deoarece:

% (Qi(t)e(/\f/\l)t) = (Q4(t) + (A — AD)Qi(t)) ePm 1,

Daca gradul polinomului Q1 (t) este m si derivam relatia (1.21) de (m+1)
ori, se obtine o identitate de forma:

Ry (£)ePm 2 4 Ry(t)ePs= b o Ry (1)ePe= M)t = 0,

in care toti exponentii (A; — A1) sunt diferiti intre ei, iar polinoamele R;(t), ...,
Rj_1(t) nu sunt toate identic nule. Continuand in acelagi mod, se ajunge
la o identitate cu un singur termen care, asa cum am vazut in cazul k = 1,
conduce la o imposibilitate; rezulta ca cele n solutii cuprinse in (1.19) formeaza
un sistem fundamental. Daca ecuatia caracteristica are radacini complexe
multiple, se procedeaza la fel ca in cazul I. "

De exemplu, daca A\ = a+ Fi, Ao = a — F; sunt radacini multiple de ordin
q (2q < n), relativ la aceste radacini, obtinem solutiile reale

e (Py(t) cos Bt + Q1(t) sin Bt),

unde P (t) si Q1(t) sunt polinoame de gradul ¢ — 1, adica in total 2¢q solutii
particulare, deoarece in expresia precedenta intervin 2q constante arbitrare.
Sintetizand, am obtinut urmatorul rezultat:
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Teorema 1.4. Daca ecuatia caracteristica (1.16) are radacinile reale
A1, A2, .y Ap cu ordinele de multiplicitate my, ma, ..., my, st radacinile complexe
a1 £ if1, ag £ifa, ..., £ iBy cu ordinele de multiplicitate s1, s2, ..., 84 unde
mi+mg + -+ my + 2(s1 + s2+ -+ + 54) = n, atunci urmatorul sistem de
functii este un sistem fundamental de solutii pentru ecuatia diferentiald (1.14)

eMt teMt | prmi—lehit

ermpt permpt g leAmpt

et cos Bit, te®t cos fit, ..., t51 et cos it

e*tsin Bit, te® sin fyt, ..., t51 et sin Byt

et cos Byt te“t cos Byt, ..., t5 et cos Bt

e’ sin Byt, te“a sin Gyt ..., ta—levl gin Byt.

In cazul in care membrul drept al ecuatiei cu coeficienti constanti are o
forma speciala (functie exponentiala sau trigonometrica) solutia particulara a
ecuaftiel neomogene se poate cauta sub aceeasi forma.

Exemplu. Sa se determine cate o solutie particulara pentru ecuatiile
(i) 2" — b2’ + 6z = 2t

(i) 2" — 5z’ 4+ 62 = cos 2t.

Rezolvare. i) Deoarece membrul drept contine drept factor e* cautiam o

solutie de forma z, = ce* unde c este o constantd. Introducand in (1.14)
obtinem:
)y — 5x, + 61, = 2¢H,

si facand calculele 2ce* = 2e*t, de unde ¢ = 1, astfel ca Ty = ett.

ii) Procedand ca mai sus cautam x, = ¢; cos 2t 4 czsin 2t care, introdusa
in ecuatie conduce la cos2t = (2¢; — 10¢2) cos 2t + (10c¢1 + 2¢2) sin 2¢, solutie
care are loc pentru orice t real si care conduce la sistemul

2c1 —10cp =1
10c; + 2¢0 =0

care are solutia ¢; = 1/52, ¢o = —5/52.

Observatie. Atragem atentia ca, desi simpla din punct de vedere calculatoriu,
aceastd metoda (numita si metoda coeficientilor nedeterminati), spre deosebire
de metoda variatiei constantelor, nu functioneaza intotdeauna.
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3.2 Sisteme de ecuatii diferentiale liniare

In acest capitol facem o scurta prezentare a sistemelor de ecuatii diferentiale
liniare de ordinul intai, sisteme ce sunt utilizate in foarte multe probleme cu
caracter practic sau teoretic.

Definitii si rezultate generale

Un sistem de ecuatii diferentiale de forma
(2.1) zi(t) = ag(O)a;(t) + bi(t), i=1,2,...n, tel
j=1

unde a;; §i b; (4,7 = 1,2,...,n) sunt functii reale si continue pe un interval real
I se numeste sistem diferential liniar de ordinul intdi neomogen.

Functiile a;; se numesc coeficientii sistemului. Daca b; =0, ¢ = 1,2,...,n,
atunci sistemul (2.1) capata forma

n
Th(t) = Zaij(t):cj(t), i=1,2,...,n, tel
j=1

si se numeste omogen.

Notand
T (t) b1 (t) an(t) cee aln(t)
x(t) _ xI9 (t) b(t) _ bg(t) A(t) _ a1 (t) s azn(t)
2 (t) b (1) ant(t) - am(®)

sistemul (2.1) este echivalent cu ecuatia diferentiald de ordinul intéi liniara
vectoriala

2'(t) = A(t)z(t) + b(t).

Dupéa cum se stie din Capitolul 1, problema Cauchy asociata sistemului
(2.1) admite solutie unica; cu alte cuvinte, pentru orice ty € I gi zp € IR" exista
o solutie unica a sistemului (2.1) care verifica conditia initiala z(tg) = xo. In
plus, domeniul de existenta al acestei solutii coincide cu intervalul I.

Sisteme omogene. Spatiul solutiilor

Sa consideram sistemul omogen

(2.2) 2/(t) = A(t)z(t)
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in ipotezele asupra coeficientilor, mentionate in paragraful precedent.
Un prim rezultat se refera la structura multimii solutiilor sistemului (2.2).

Teorema 2.1. Multimea solutiilor sistemului omogen (2.2) este un spatiu
liniar de dimensiune n peste IR.

Demonstratie. Este usor de verificat faptul ca multimea solutiilor sistemului
(2.2) formeaza un spatiu liniar peste IR; adica suma a doua solutii si produsul
unei solutii cu un scalar sunt tot solutii. Pentru dimensiune, vom pune in
evidenta un izomorfism intre spatiul S al solutiilor si spatiul IR"™. In acest scop
definim aplicatia (operatorul) I : S — IR" prin

Iz = x(tp)

unde ty este un punct fixat in I. Din teorema de existenta si unicitate (Teo-
rema 2.1, Cap.2) pentru problema Cauchy asociata sistemului (2.2) rezulta ca
operatorul I' este surjectiv si injectiv adica bijectiv. Cum, evident, el este si
liniar, rezulta ca este izomorfism adica ceea ce trebuia aratat. "

Din Teorema 2.1 rezultd ca spatiul S al solutiilor sistemului (2.2) admite
o baza formata din n elemente. Fie 2!, 22, ..., 2™ vectorii acestei baze. Rezulti
ca orice solutie a sistemului poate fi scrisd ca o combinatie liniara a vectorilor
din baza. Matricea X (t) ale carei coloane sunt vectorii x!(t), z2(t), ..., 2" (t)
din baza se numeste matrice fundamentald. Asadar, dacd z este solutie a
sistemului omogen (2.2) iar X este o matrice fundamentald a acestui sistem,
atunci exista ¢ € IR™ astfel incat

(2.3) z(t) = X(t)c, YVt € I.
Matricea fundamentala satisface ecuatia diferentiala
X'(t)=At)X(t), tel,

unde cu X'(t) am notat matricea ce are ca elemente derivatele elementelor
matricii X (t).

Dupa cum este cunoscut, baza unui spatiu liniar nu este unica, prin urmare
nici matricea fundamentald a sistemului (2.2) nu va fi unica. Este usor de
demonstrat ca orice alta matrice fundamentald se obtine prin inmultirea lui
X (t) cu o matrice constanta nesingulara.

Fie acum !, 22, ..., 2" solutii ale sistemului omogen (2.2). Matricea X (t)
ce are drept coloane aceste solutii se numeste matrice Wronski iar deter-

minatul sau W (t) = det X(¢) se numeste wronskianul sistemului de solutii
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{x'(t), 2%(t), ..., 2™(t)}. Importanta wronskianului este datd de rezultatul care
urmeaza.

Teorema 2.2. Conditia necesard si suficientd ca n solutii ale sistemului di-
ferential liniar omogen (2.2) sa constituie un sistem fundamental este ca sa
existe tg € I, in care W (to) # 0 i in acest caz W(t) # 0 pentru orice t € I.
In plus are loc relatia (Liouville):

t
(24) W(t) — W(to)eﬁo[all(S)+a22(8)+---+ann(8)]ds’ tel

Demonstratie. Prima afirmatie din teorema rezulta din definitia sistemu-
lui fundamental. In ceea ce priveste relatia (2.4) vom da, la fel ca in cazul
ecuatiilor diferentiale liniare, o demonstratie pentru cazul n = 3. Fie deci
{x!, 22 23} un sistem de solutii pentru (1.2). Avem:

(t) =
(1) @5(t)
) w3

o~

Calculand derivata lui W (t) dupa regula de derivare a determinantilor obtinem
(2.5)

(z1)'(t) (@3)'(t) (1) (2) zi(t)  @i(t) @it
Wi(t) = | z3(t)  a3(t)  23(t) | +| (x2)'(t) (a3)(t) (a3)'(t) |+
z3(t)  23(t) @it z3(t)  23(t)  2i(t)
zi(t)  @i(t)  @i(t)
+] ap(t) a3t @3()
(x3)'(t) (23)'(t) (3)'(2)
Apoi, deoarece z' = 2 , @ = 1,2,3 este solutie a sistemului (2.2),
Ty

3
(@5) = ajuw;.
k=1

Inlocuind aceastd ultimé relatia in (2.5) si tinand cont de regulile de dez-
voltare ale determinantilor rezulta

W'(t) = (a11(t) + aa(t) + ass(t))W(t)
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care prin integrare conduce la formula (2.4). "

Exemplu. Sa se rezolve sistemul diferential

¥=r—y+=z
y=r+y—=z
2 =—y+22

Ecuatia caracteristica este

care are radacinile \; = 2, Ao = A3 = 1. Relativ la A = 2, solutia sistemului
este

i)z =cre?, y=coe?, z = c3e?
iar pentru A = 1, radacina dubla
i) x = (cq + C5t)et, y=(c6+ C7t)€t, z = (cg + 09t)et

Solutiile i) si ii) depind aparent de noua constante arbitrare ci, ca, ..., cg,
dar de fapt numai de trei, dupa cum se va constata imediat. Intr-adevar,
introducand in sistem solutia (i) si identificand, obtinem

cg = c3, ¢1 = 0;
apoi, introducand solutia (ii), gasim

€5 =C7 =C9, C4 —C8 =C7, Cg —C8 = —C9

Notand co = ¢3 = «, ¢5 = ¢y = ¢c9 = (B, ¢4 = 7, din relatiile anterioare,
obtinem cg = v — 203, cg = v — 3, iar solutia generala a sistemului este:

z(t) = (v + Bt)e! + ae?
y(t) = (v — 26 + Bt)e’
2(t) = (y = B+ fBt)e’ + ae*,

unde «, 3, sunt trei constante arbitrare.
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Sisteme neomogene

Fie sistemul diferential de ordinul intai liniar, neomogen
(2.6) Z'(t) = A(t)z(t) + b(t)

unde A(t) este o matrice de ordinul n ale carei elemente sunt functii continue
pe intervalul I, iar b(¢) este un vector coloana cu n elemente, de asemenea
functii continue pe I. Fie

(2.7) 2 (t) = A(t)z(t)

sistemul omogen asociat sistemului (2.6).

La fel ca In cazul ecuatiei diferentiale liniare vom arata ca solutia generala
a sistemului neomogen (2.6) este data de suma dintre o solutie particulara a
sa gi solutia generald a sistemului omogen asociat (2.7).

Teorema 2.3. Fie X o matrice fundamentala a sistemului (2.7) si fie y o
solutie particulara a sistemului (2.6). Atunci x este solutie a sistemului (2.6)
daca si numai daca este de forma

(2.8) z(t) =X(t)c+y(t), Vel
unde ¢ € IR™.

Demonstratie. Fie = de forma (2.8). Derivand, obtinem

() =X'(t)e+y'(t) = Alt)X(t)c+ A(t)y(t) + b(t) =
= A(t)(X(t)c+y(t)) + b(t) = A(t)z(t) + b(t)
ceea ce arata ca x este solutie a sistemului neomogen. Reciproc, sa aratam ca
daca x este solutie a sistemului neomogen atunci exista ¢ € IR" astfel ca z se

poate reprezenta sub forma (2.8). Intr-adevir, dacd y este o solutie particular
a sistemului (2.6), atunci

Z(t) = (x(t) —y(1) = A(t)z(t) + b(t) — A)y(t) —b(t) =
= A(t)(z(t) — y(t)) = A(t)=(t)

adica z = = — y satisface sistemul omogen (2.7), deci conform relatiei (2.3)
exista ¢ € IR™ astfel incat z = x — y = X¢, adica ceea ce trebuia aritat. "

Teorema care urmeaza aratd cum poate fi scrisa solutia generala a sis-
temului neomogen utilizand doar matricea fundamentala a sistemului omogen
corespunzator.
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Teorema 2.4. Dacd X este o matrice fundamentald o sistemului omogen
(2.7), atunci solutia generald a sistemului neomogen (2.6) se reprezinta sub
forma

(2.9) z(t) = X(t)e+ tX(t)X_l(s)b(s)ds, tel

to

unde ¢ € R™ si tg € I.

Demonstratie. Plecand de la formula (2.8) cautam, pentru sistemul neo-
mogen, o solutie particulara y de forma

(2.10) y(t) = X(Dalt), tel

unde «(t) este o functie vectoriala ce urmeaza a fi determinata. Diferentiind
(2.10), rezulta

X' ®)a(t)+ X (t)d'(t) = A®) X (H)a(t) + X (1) (t) = At) X (t)a(t) + b(t)

de unde (X fiind matrice fundamentala deci nesingulara pentru orice t € I)
se obtine

o(t) = X1t)b(t), tel,
adica putem lua

a(t) = tX_l(s)b(s)ds, tel,

to

to fiilnd un element arbitrar, fixat din 1. n

Observatii.

(i) Formula (2.9) mai este cunoscuta sub numele de formula variatiei con-
stantelor (a lui Lagrange) nume datorat faptului ca solutia particu-
lara a sistemului neomogen se cauta inlocuind constanta c ce apare
in reprezentarea solutiei generale a sistemului omogen cu o functie ce
variaza odata cu timpul.

(ii) Daca atasam sistemului neomogen (2.6) conditia Cauchy z(t9) = o,
formula (2.9) capata forma

z(t) = X)X to)xo + tX(t)X_l(s)b(s)ds, tel.

to
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Exemplu. Fie sistemul liniar neomogen:

, (R SR
= — €T —
21 e’
(2.11)
t2 2t2 + 1

/

y:

ECES SRR

Sistemul omogen asociat este

1 1
—
eyt e Y
(2.12)
t2 2t2 +1

/

y:

2t e y?

care se verifica imediat ca admite solutia (1,t).
Facem substitutia:

r=X; y=tX+Y
si obtinem, pentru noile necunoscute
Y 2t
X/ - _ - . ! - =
22+ 1) t2+1
. : 1 5 oo
sistem care are solutia -7 t“+ 1) ceea ce conduce la faptul ca sistemul

1
2.12) are solutia | —=> t? ), deci integrala generald a sistemului (2.12) este
t

(6]

r=c — —

L
y:clt+62t2.

Pentru a obtine o solutie particulara a sistemului (2.11), aplicam metoda
variatiel constantelor obtinand pentru ci,co, considerate acum ca variabile,
sistemul

t?2—1
/

CQ 1 C/:—
C,——:— 1 2

1= =3 t(t ;—2)
it + cht? = —1 dy=— ,

241
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241
si deci, ¢1(t) = In ;— , co(t) = —2arctgt iar solutia generald a sistemului
(2.11) este
¢ 241 2
z(t)=c1——+1In + — arctgt
t t t
t2+1

y(t) = cit + cot? +tln

‘ — 2t? arctgt,
c1, co fiind doua constante reale.

Sisteme de ecuatii diferentiale liniare cu coeficienti constanti

Vom studia acum sistemul diferential liniar (omogen)
(2.13) 2 (t) = Ax(t), t e R

unde = este un vector n dimensional iar A € M, x,(IR) este o matrice con-
stanta. In notatia scalard sistemul (2.13) devine

n
(2.14) zi(t) = agx;(t), i=1,2,...n; t € R.
j=1

Vom arita ca, pentru sistemul (2.13), la fel ca in cazul ecuatiilor diferentiale
liniare cu coeficienti constanti, putem pune in evidenta un sistem fundamental
de solutii.

In acest scop cautam o solutie nebanald cu componentele de forma x;(t) =
;M unde a4 si A sunt parametri ce urmeazi a fi determinati.

Inlocuind in (2.14), obtinem sistemul liniar algebric in necunoscutele
1,02, ...,0p

«Q

ar(ar; — A) + agara + -+ + apa, =0

(2.15) araz1 + az(az —A) + -+ + agag, =0

Sistemul (2.15) admite solutii nebanale daca si numai daca A este radacina a
ecuaties caracteristice det(Al — A) = 0, asociate matricii A.

Ajungi in acest punct sa observam faptul ca se poate face o analogie intre
sistemele diferentiale liniare cu coeficienti constanti si ecuatiile diferentiale
liniare cu coeficienti constanti.
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Presupunem ca
det(A\] — A) = N+ a1 A" H 4 -+ + ap 1A + ap.

Teorema lui Cayley din algebra liniara afirma cd matricea A este "solutie” a
propriei sale ecuatii caracteristice adica

(2.16) A" 4 g A" a1 A+ a ] =0

unde O este matricea nula.
Din (2.16) rezulta ca orice vector n-dimensional x satisface ecuatia

(2.17) A"z + a A" e+ -+ a1 Az + anlz = 0.

Apoi, daca z este solutie a sistemului (2.13) atunci este infinit diferentiala
si satisface relatia z®) = AFgz. pentru orice numér natural k, k > 1. Tinand
cont de aceastda observatie si revenind la relatia (2.17) daca = este solutie a
sistemului diferential (2.13) atunci:

(2.18) 2™ 4 a2V 4o a2+ anz =0,

adica vectorul x este solutie a unei ecuatii diferentiale de ordinul n cu coefi-
cienti constanti.

De fapt, relatia (2.18) arata ca fiecare componenta a vectorului x satisface
aceeasi ecuatie diferentialad liniara scalara.

Prin urmare, este justificat sa cautdm drept solutii pentru sistemul (2.13),
vectori ce au componente functii exponentiale.

Cazul 1. Ecuatia caracteristica det(A\] — A) = 0 are rad&cini distincte
A1, A2, ..., Ap. Pentru radacina A; a ecuatiei caracteristice, sistemul algebric
liniar omogen (2.15) are cel putin o solutie nebanald (a1, @1, ..., @p1), unde
al doilea indice marcheaza faptul c& necunoscutele a;1, i = 1, n din sistemul al-
gebric (2.15) corespund la A = A1. Procedand in acelagi mod pentru \g, ..., Ay,
vom obtine pentru sistemul (2.13) urmatoarele n solutii:

alle)\lt O[12€A2t
At Aot
a921€ Q22€
rl(t) = : 22 (t) = : ey
onl (t)e>‘1t 02 (t)e’\2t
(2.19)
alneAnt
agpent

Onn (t)e)‘"t
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In continuare aritim ci sistemul de solutii (2.19) este fundamental. Daca
nu ar fi asa, atunci exista constantele ¢, cs, ..., ¢, nu toate nule, astfel incat

a1zt () + e (t) + -+ cpx(t) = 0, VE € R

de unde rezulta ca si pe componente are loc

crair et 4 coipe -+ cpapet = 0, VtelR, Vi=1,n.

Aceasta egalitate conduce, conform Teoremei 1.4, la relatia

C101 = CQp = +++ = CpQyp = 0, Vi= 1,n.

Insd cum micar un cj este nenul, fie acesta cq, ar rezulta ca a;; = 0,
pentru i = 1,2,...,n, ceea ce contrazice faptul ca (a1, @91, ..., ap1) este o so-
lutie nebanala a sistemului algebric (2.15) pentru A = A;.

Deci, sistemul (2.19) este fundamental si ca atare solutia generala a sis-
temului diferential (2.13) are componentele:

At A2t Ant
xi(t) = cra e’ 4+ coee™ 4+ - - - + cpape™™,

unde cq, co, ..., ¢, sunt n constante arbitrare.

Observatie. Daca ecuatia caracteristica are radacini complexe A\ = a + 103,
A1 = a —if3 in sistemul (2.19) vom inlocui vectorii solutii complexe ! si 22
cu
!+ xQ‘ D
2 2
si noul sistem de vectori solutii raméne liniar independent.

Cazul 2. Ecuatia caracteristica are radacini multiple. Sa presupu-
nem ca ecuatia caracteristica are radacinile distincte A1, A, ..., A\x ((k < n) de
multiplicitati m1,mo, ..., mg unde my + mo + - - - + mg = n.

In acest caz, aga cum rezulta din Teorema 1.4, functiile , m =
0,1,....mj; — 1, j =1,2,.... k, formeaza un sistem fundamental de solutii pen-
tru ecuatia (2.18) iar solutia generald a sistemului (2.13) are forma (vectorul
solutie dat pe componente):

tmeAjt

T (t) = Pll(t)eht + P12€>‘2t +---+ Plk(t)ekkt

(2.20) 22(t) = Por(t)eM + Pape + - -+ Pog(t)e!
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unde P;j, i =1,n, j = 1,k sunt polinoame de grad cel mult my, — 1 ai ciror
coeficienti depind liniar de m; constante arbitrare.

Facem de asemenea observatia ca daca unele radacini A; sunt complexe, so-
lutia generala (2.20) poate fi prezentata, la fel ca in cazul ecuatiilor diferentiale,
sub forma reald. Din relatia (2.20) rezulta:

Teorema 2.5. Conditia necesara si suficienta ca toate solutiile sistemului
(2.13) sa tinda la zero pentru t — oo este ca partile reale ale radacinilor
ecuatiei caracteristice asociate matricii A sa fie strict negative.

Daca in locul sistemului diferential (2.13) ludm sistemul
2'(t) = Az(t) + b(t), t € R

unde b(t) este o functie vectoriald continua pe IR, atunci lui i se pot aplica
consideratiile privind aflarea solutiei generale plecand de la un sistem funda-
mental de solutii pentru sistemul diferential liniar omogen asociat.

3.3 Transformata Laplace

Transformata Laplace, utilizata mai ales in electrotehnica in teoria circuitelor,
este o metoda care permite transformarea unei probleme de ecuatii diferentiale
cu valori initiale intr-o problema de algebra.

Aceasta transformare integrala a fost introdusd de matematicianul francez
Pierre Simon Laplace (1749-1827) in lucrarile sale de teoria probabilitatilor si
utilizata apoi in rezolvarea ecuatiilor diferentiale din teoria circuitelor electrice
de inginerul englez Oliver Heaviside (1850-1925).

Definitia 3.1. Daca f : [0,00) — C, definim transformata sa Laplace prin:

(3.1) L) = [ et st
0
daca integrala din membrul drept exista.

Observatii.

1. Intrucat in Definitia 3.1 apar numai valorile lui f pe [0,00), putem con-
sidera extensia sa, notata tot cu f, definita prin:

0 fort <0
-]

f(t) fort>0
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2. Integrala din membrul drept din (3.1) trebuie inteleasa in sensul:

/ F st dt = lim | et f(t)dt.
0

T—o00,J0

3. Deoarece membrul drept in (3.1) este o functie ce depinde de variabila
s, vom folosi notatia

L{f(®)} = F(s);

adica, daca f este functia ce depinde de ¢, pentru transformata sa, func-
tie ce depinde de s, folosim litera mare corespunzatoare.

4. Facem precizarea ca, desi putem lua s € C, noi vom presupune peste tot
in cele ce urmeaza ca s € IR.

Exemplul 3.1.
(i) Daca a € IR, transformata Laplace a lui f(t) = e este

00 —(s—a)T 1 1
F(s) :/ e *tetdt = lim © — = »5>a.
0 T—oo —(s—a) —(s—a) s—a

L{et) = % (s > a).

P
De aici rezultd (luand mai sus a = 0) ca

1
L{1} = 3’ pentru s > 0.

Daca a € C, in acelagi mod se arata ca

1
F(s) = ; pentru s > Rea.
s—a

o0 I'n+1) n!
n_ —x _ _ 5
/0 e Pdx = e daca

(i) £{my = /0 Testingy —

s> 0.

s+

Sa notam cu D(L) multimea functiilor pentru care exista transformata
Laplace. Rezulta imediat ca pentru f,g € D(L) si «, 5 € C are loc relatia

Llof + Bg) = aL(f) + BL(9)

adica operatorul L este liniar.
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Revenind la definitia transformatei Laplace, functia f se numeste original
sau original Laplace si este o functie de variabila reala ¢ (in multe probleme ¢
desemneaza timpul), iar functia F' se numeste transformata Laplace a lui f si
este o functie de variabila reala s.

Domeniul de variatie a lui s este in stransa legatura cu existenta integralei
(3.1).

Daca F' este o transformata Laplace, atunci originalul corespunzator se
obtine utilizand transformata inversa Laplace

(3.2) f(t)=LYF(s)} pentrut > 0.

Pentru a exista transformata Laplace a functiei f este necesar, dupa cum
am vazut, ca integrala din (3.1) sa fie convergenta. In continuare, identificam
o clasa de functii pentru care acest lucru se intampla.

Propozitia 3.1. Fie f : [0,00) — R o functie continud si o € C, astfel ca
are loc relatia:
(3.3) lim e~ f(t) = 0.

t—o0

Atunci ezista transformata Laplace a lui f (se mai spune ca f este de ordin
exponential).

O functie f este continua pe portiuni pentru ¢ > 0 daca, in orice interval
0 <a<t<b exista cel mult un numar finit de puncte t, £k = 1,2,...,n
(tg—1 < tg) In care f are discontinuitatile de speta intai si este continua pe
orice interval deschis (tx_1, ).

Propozitia 3.2. Daca f este de ordin exponential i continud pe portiuni
pentru t > 0, atunci existd transformata sa Laplace.

Demonstratiile acestor propozitii sunt simple si le lasam ca exercitiu.

Mai mentionam faptul ca functiile folosite in mod obignuit in studiul e-
cuatiilor diferentiale liniare admit transformata Laplace, astfel incat, in cele
ce urmeaza nu ne vom propune sa studiem conditiile de existenta ale acestor
transformate, ci sa calculam transformatele unor functii elementare si uti-
lizarea lor in rezolvarea ecuatiilor diferentiale.

Exemplul 3.2. Daca in Exemplul 3.1 (i) luam a = ib, rezulta

1 s+ b s b

s—ib  s2+ b2 —82+b2+82+b2'

E{eibt} _
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t

Daca w € IR, tinand cont ca e'“* = cos wt+1i sin wt, iar operatorul £ este liniar,

obtinem

(3.4) L{coswt} = 32—1—%7 L{sinwt} = ﬁ daca s > 0.

In teorema care urmeaza enumeram cateva proprietati elementare ale trans-
formatei Laplace, care se utilizeaza in lucrul cu aceasta.

Teorema 3.1.

e Translatia. Daca f este un original, F' este transformata sa, iara € IR,

atunci
(3.5) L{f(t)} = F(s — a).
e Translatia argumentului. Daca F' este transformata lui f si a > 0,
atunci
(3.6) L{f(t—a)h(t —a)} =e *F(s).

(3.7) L{f(t+ a)h(t)} = eos [F(s) _ / Cest f(t)dt] .

0

pentru a > 0, unde h este functia unitate a lui Heaviside,
0, t<O0,
h(t)_{ 1, t>0.

e Derivarea originalului. Dacd f si f' sunt originale Laplace, atunci

(3.8) L{f' ()} = sL{f(t)} — £(04),
unde f(04) este limita la dreapta in 0 a lui f. De asemenea
L0} = 5"F(s) = "7 f(04) = s"72f'(04) =+ = F7(04),

daci n € N, f € C™0,00), iar fO, i = 0,n sunt originale Laplace.
Formulele de mai sus se extind cu usurin{d pentru cazul in care f are
un numdr finit de puncte de discontinuitate de speta I.

e Integrarea originalului. Dacd f este un original Laplace, atunci

(3.9) c {/Otf(T)dT} _ %E{f(t)}.
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e Derivarea transformatei sau inmultirea originalului cu ¢.

(3.10) LU S0} = (1) LU0,
£

° impért;irea cu t. Daca f si e sunt originale Laplace, iar F este

transformata lui f, atunci

(3.11) c {ff)} :/:OF(T)dT :/:Oﬁ{f(t)}dr

e Teorema valorii initiale. Dacad f si f' sunt originale Laplace si dacd
existd lim f(t), atunci
t>0
(3.12) slirglo sF(s) = lim f(t).

t>0

e Teorema valorii finale. Dacd f si f’ sunt originale Laplace, f' este
marginitd $i existd tlim f(t), atunci
— 00

(3.13) lli)T(l) sF(s) = tliglo f(t).

e Teorema convolutiei. Daca f si g sunt originale Laplace, iar F si G
transformatele lor, atunci

(3.14) c {/Otf(T)g(t _ T>d7} — F(s)G(s),

deci transformata produsului de convolutie este egald cu produsul trans-
formatelor.

1
Observatie. Luand in (3.14) g(¢) =1 si tinand cont ca £{1} = —, se deduce
s
(3.9).

Toate proprietatile enuntate in Teorema 3.1 se demonstreaza simplu, folo-
sind definitia transformatei si metoda integrarii prin parti.

Proprietatile (3.5)—(3.11) si (3.14) din Teorema 3.1 se pot transpune ime-
diat pentru transformata inversa Laplace.

Mai exact, are loc:

Teorema 3.2.

e Daca F este transformata Laplace o lui f si k € IRy, atunci
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(3.15) LY F(ks)} = %f (;) ht), (k> 0).

e Inversa translatei. Daca F este o transformata Laplace si daca origi-
nalul corespunzator transformatei F' este f, atunci

(3.16) L7TYF(s—a)} = e™f(t)h(t).

e Translatia in real. Daca F este o transformata Laplace si f este
originalul sau, atunci

(3.17) LY e " F(s)} = f(t — a)h(t — a),

dacd a > 0 si

(3.18) £ {e_asF(s) e [ f(t)dt} — (t+ a)h(r),
0
dacd a < 0, unde h este functia lui Heaviside.

e Inmultirea cu s. Dacd F este transformata lui f si dacd
f(04) =0, atunci

(3.19) LY sF(s)} = f'(t).
Daca f(04) # 0, atunci

(3.20) L7HsF(s)} = ['(t) + [(04)5(2),
unde § este distributia lui Dirac.

° impért;irea cu s. Daca F este transformata Laplace a lui f, atunci

(3.21) £t {%S)} :/Otf(T)dT.

Rezultatul se generalizeaza pentru impartirea cu s™, n= 2,3, ...
e Derivarea transformatei. Are loc relatia

(3.22) L7HFM (s)} = (—1)"¢" f(1).

e Integrarea transformatei. Dacd I este o transformatd Laplace si f
originalul sau, atunci

(3.23) £ { / OOF(T)dT} - % (1),
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e Relatia lui Duhamel. Daca F si G sunt transformatele Laplace ale
originalelor f si g, atunci

t
(3.24) L7HsF(5)G(s)} = f(t)g(0) +/0 f(r)g'(t — 7)dr.
e Prima teorema a lui Heaviside. Daca transformata F se poate dez-
volta tn serie in jurul punctului de la infinit, adica

[ee)

Fls)= >

n=0

seria fiind convergenta pentru |s| > M, atunci originalul corespunzator
L7HEF(s)} este dat de

o)

(3.25) ft) = h(t)Z%t".
n=0""

unde h este functia lui Heaviside.

e A doua teorema a lui Heaviside. Dacad transformata F este o func-
tie rafionald, atunci originalul corespunzator f este egal cu suma origi-
nalelor in care s-a descompus F'.

Teorema 3.3. Daca f(t,z) este un original Laplace in raport cu t iar F(s, )
transformata sa si daca exista limitele

lim f(t,z) ¢ lim F(s,x)

T—x0 T—To
atunce
(3.26) L {9}520 f(t, ac)} = zlggo F(s,x).

Teorema 3.4. Daca f(t,z) este un original Laplace in raport cu t, F(s,z) =
L{f(t,x)} si daca exista derivata a—(t,x), atunci
x

E{@fg;x)} _ 8F§;,x)

(3.27)

Teorema 3.5. Daca f(t,z) este un original Laplace in raport cu t si daca
F(s,x) = L{f(t,x)}, atunci

(3.28) c { / f(t,T)dT} _ / :F(S,T)dT.

Observatii.
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(i) Transformata Laplace nu este injectiva. De exemplu, daca consideram
functiile

1, t>0,t£1, t#2
fity=4q 3, t=1 si g(t)=1pentrut >0
4, t=2
LL{f()} = L{g(®)}.

(ii) Daca, totusi, functiile f1 si fo sunt continue pentru t > 0 si L{f1(¢)} =

L{f2(t)}, atunci rezultafi(t) = fa(t).

Rezolvarea ecuatiilor diferentiale
utilizand transformata Laplace

Formula (3.8) si liniaritatea transformatei Laplace ofera o cale eleganta pentru
rezolvarea problemei Cauchy pentru ecuatii diferentiale liniare cu coeficienti
constanti.

Schematic, in rezolvarea unei ecuatii diferentiale cu ajutorul transformatei
Laplace, se parcurg urmatoarele etape:

a) Se calculeaza transformata Laplace a ecuatiei.
b) Se determina valoarea transformatei X (s).
c) Se aplica transformata inversa Laplace lui X.

Pentru punctul b) se folosesc relatiile (3.5)—(3.11) si (3.14) sau tabelele
cu transformatele elementare. In ce priveste punctul c¢), se folosesc, mai ales,
translatia (3.16) si descompunerea expresiei lui X in fractii simple (acolo unde
este posibil) si, evident, tabelele cu transformatele elementare.

Exemplu. Sa se rezolve ecuatia diferentiald cu valori initiale

2 +22 +52=0, t>0
z(0) =3, 2/(0) = 0.

Solutie. Enumeram etapele rezolvarii acestei ecuatii.

L(z" + 22 + 5x) = L(0) (transformarea ambilor membri)

L(x") + 2L'( "Y+5L(x)=0 (liniaritatea)
(x) =
(a') = sX 3 (regula de transformare a derivatelor)
(

L
L
L(z") = s?>X — 3s
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$2X —35+2(sX —3)+5X =0 (inlocuirea in ecuatie)

35+ 6
s2+2s+5
Deoarece numitorul nu are radacini reale il scriem ca o suma de patrate si
obtinem

X(s) = (gasirea lui X)

3(s+1)+3

X(s) = CESIE =Y(s+1),

unde 3543 5 5 5
s s
Y pr— pr— —_ .
(5) s24+4 s2+4+2 s24+4

Aplicand (3.4) in relatia de mai sus (b = 2) gasim

3
Y(s)=L {3 cos 2t + 2 sin 2t}
si apoi folosind (3.16) obtinem

3
r(t) =e " (3 cos 2t + 2 sin Zt) :

Functia 6 a lui Dirac

Functia

1
— tg—e<t<ilp+e
5£(t—t0):{ 2 0

0, in rest

serveste ca model pentru o forta de tip “impuls”.
oo

Deoarece/ 0c(t — to)dt = 1, functia J.(t — to) se mai numeste impuls

—0oQ
unitate. In practica, este util sa lucram cu alt tip de impuls unitate si anume

6(t — to) = lim 8.t — o).

Aceasta entitate, care nu mai este o functie in acceptiunea clasica, poate fi
caracterizata de doua proprietati

o0, t=1p

() 6<t—to>={ o ot

(if) /°° 5(t — to)dt = 1.
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Expresia 6(t — tg) se numeste functia delta a lui Dirac centratd in tg si a fost
introdusa de fizicianul englez Paul A.M. Dirac (1902-1984) in anul 1930.
Putem obtine transformata Laplace a lui (¢ — ¢¢) formal, prin

L{6(t — to)} = lim £{3.(t — to) }.

Deoarece

L{6.(t — o)} = e~5to (e_e_> ,

2se

rezulta, prin trecere la limita cu ¢ — 0,
L{5(t —tg)} = e~ 50,

Sa notam faptul ca, din definitia transformatei Laplace pentru o functie con-
tinua pe portiuni, rezulta £{f(t)} — 0 pentru s — oo, in timp ce L{d(t)}=1,
ceea ce Intareste faptul ca 0 nu este o functie. Ea este riguros fundamentata
in cadrul teoriei distributiilor.

3.4 Probleme

1. Sa se determine multimea solutiilor urméatoarelor ecuatii liniare omogene:
(i) 2" — 32" + 32" —x =0,
(ii) 2V +a?2” =0, a € R,
(ili) 22" — 32" + 2/ =0,

(

IV) :E(n _|_ %w(n_l) _|_ Mfﬁ(n_Z) + e _|_ %.’L‘/ + Tr = O

2. Sa se determine muigimea solutiilor urmatoarelor ecuatii liniare neomo-
gene:
(i) 2" — 2" + a2’ +x = te,
(i) —|— r = smt — cost,
iii) 2" — a?x = e, a,b € R,
(ii )
( ¢
2+1
3. Sa se rezolve problemele Cauchy
(i) 2V — 2z = 8e!, x(0) = —1, 2/(0) =0, 2"(0) =1, 2’ =0,
(ii) 2" — 2z = 2t, x(0) = 2'(0) =0, 2"(0) = 2,
(iii) 2" — 32’ — 22 = 9¢', 2(0) =0, 2/(0) = 3, 2"(0) = 3.
4. Se da ecuatia diferentiala

iv) 2’ =22/ +x =

2 +ar’ +bx =0, a,b€R.

Sa se determine a si b astfel incat:
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(i) toate solutiile ecuatiei sa fie marginite pe IR,
(ii) toate solutiile ecuatiei sa fie marginite pe R,
(iii) toate solutiile ecuatiei sa fie marginite pe R_,

)
)
)
(iv) toate solutiile ecuatiei sa fie periodice,
(v) cel putin o solutie nebanala a ecuatiei sa tinda la zero pentru t — oo,
)

(vi

fiecare solutie a ecuatiei sd aiba o infinitate de zerouri.

Sa se rezolve sistemele de ecuatii diferentiale liniare si omogene cu coefi-
cienti constanti
= -3z +4y — 2z
5. Y =x+z2

2 =6z — 6y + 5z,
¥ =2x+y

6 y=x+3y—=z
2= —x+2y+ 3z,
:c’—y~|—z
y =xr+z
2! =r+vy.

Sa se rezolve sistemele diferentiale liniare cu coeficienti constanti, neomo-
gene:

= 2r—4dy+1+4t
y = —x+ 43
- Yy 2 ’
y—6x+3y+ g1
@ :y—x—i-e
10. { ¢ =2 —x + cost
2= —x.

11. Se dau sistemele diferentiale liniare neomogene si corespunzator un
sistem de solutii pentru sistemele omogene asociate.

N (5 -1 [ sint
(1)x—Ax+b,A_<1 3 » b= cost |’

xl _ e4t x2 _ e4tt
et | ettt —1)
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-1 1 0 et
(i) ’ =Ax+b, A= =1 0 1 |, b= cost
-1 0 0 0
et sint —cost
! = 0 , 22 =| sint4cost |, 3= | sint—cost
et cost sint

Sa se verifice ca vectorii solutie sunt liniar independenti si apoi, folosind
metoda variatiei constantelor, sa se gaseasca solutiile generale ale sistemelor
neomogene.

12. Sa se arate ca daca f este un original Laplace cu transformata F' si

f(t)

daca T este de asemenea original Laplace, atunci

oo t oo
/ Mdt :/ F(s)ds.
o 1 0
13. Utilizand transformata Laplace sa se calculeze:

00 «f 00 w2 00 t —t o3
Q) / St Gi) / ST e (i) / dt / € ST
o t 0 0 0 T

T2

14. S& se calculeze transformatele originalelor: e®t", e coswt, e* sin wt.
15. Sa se calculeze £{g(t)} unde
0, t<1
g(t)—{ -1, t>1 n € IN.

16. Sa se calculeze L{cos(wt + ¢)h(t)}, unde w,p € R,.
17. Aplicand (10), si se calculeze £~} {arctg— .
s
3s + 5}
s2+7)°

-2
19. Sa se calculeze £} {38—} .
s3(s2+4)

18. Si se calculeze £71 {

20. Sa se arate ca

(a+1)

r
ﬁ{ta} = 3a+1 y oL > —1,

unde I' este functia gama a lui Euler.
21. Sa se calculeze transformata Laplace a functiei Bessel Jp.

22. Sa se arate ca
/ooeisza: = ﬁ
0 2
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23. Sa se determine solutia generala a ecuatiei neomogene
oV 4 52" 4 4 = sin 2t. ()
24. Sa se rezolve ecuatia

2 — 61’ 4+ 9z = t2e3t
z(0) =2, 2/(0) = 6.

25. Sa se rezolve

2 +3x=1 t>0
z(0) = —1.

26. Sa se rezolve

I L= 6—2t
{ z(0) = 2/(0) = 0.

27. Sa se rezolve sistemul

2 +y —y=t
:E/+y/:t2,

cu conditiile z(0) = 1, y(0) = 0.
28. Suportul unei mitraliere este proiectat astfel incat arma si mecanismul
de recul formeaza un sistem descris de ecuatia diferentiald

2"+ 22 + 2= f(t),

unde x reprezinta lungimea migcarii de recul. Presupunem ca fiecare cartus

da un impuls sistemului astfel ca o rafala a k + 1 cartuse, la intervale 7 de
k

timp da f(t) = Zé(t — p7). Sa se determine z stiind c& z(0) = 2/(0) = 0.
p=0

29. Sa se calculeze transformatele inverse Laplace pentru functiile: a) s_%;

1 1 S
L. d )
s2 +3s’ ) ) )

s
b . .
) s2+2s—3’ s2(s2+4) (s +2)(s2+4)

30. Folosind transformata Laplace sa se determine o solutie particulara a
ecuatiilor neomogene

a) o' +dr=e" b) 2442’ +5x=e;
¢) a’+ax=tcost; d) "+ 22"+ 2z =sint.
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31. Sa se rezolve, cu ajutorul transformatei Laplace, problemele Cauchy

) 2" +32 +2x =1 b) 242 =et
z(0) =0, 2/(0) =0, z(0) = 3,
1‘—1—21‘—6 2t Q) :U”—I—ZJ: +4x—0
)=1, 2/(0) =0,
x”—l—4m—e 2t f) :U”+41:—0
0) =0, #/(0) =0, 0) =5, 2/(0) = 6,
x”—l—4m—651nt h) x —3$—t62t
) =6, 2/(0) =0,
g o + 32 + 20 =
{xﬂ”: “’";() j) { —t—t—l)h(t—l)

) =0,

' 4+ x = 0(t)
k) { 5(0) = 2(0) = 0.

32. Fie ecuatia integrala

+/ )sin(t — 7)dt

(i) S se arate ci X (s) = F(s)(1 + s?)/s?,
(i) Daca f(t) = 122, si se arate ca z(t) = t* + 12t2.
33. Sa se rezolve problemele cu valori initiale:

) { 2’ 4+ ax = h(t) — 2h(t — 1) + h(t — 2), a€lR
¥ 2(0) =0,

b) { 2 + 22" + 5x = §(t) ) { 2" + 22" + 5z = 5.(t)
z(0) = 2/(0) =0, z(0) = 2/(0) = 0.

34. Daca ¢'(t — tg) este derivata functiei § a lui Dirac, atunci se stie ca
L{8'(t —to)} = se™%, t5 > 0. Folosind acest rezultat, si se rezolve problema
Cauchy

z' + 5z = 0'(t)
z(0) = 0.
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Elemente de teoria stabilitatii

4.1 Punerea problemei stabilitatii

Sa consideram sistemul diferential

(1.1) 2 = f(t,2)
unde
21 (t) Fults 21, s )
o xg:(t) ey | P
n(t) Fults 21,2, s )

fi, i = 1,2,...,n, fiind functii (neliniare) de x1,x2, ..., Tp. In general, nu ne
putem astepta ca, pentru un sistem de forma (1.1), s gasim o formula ex-
plicita pentru solutia sa generala. In aceastd situatie atentia se indreapta spre
evidentierea unor aspecte calitative legate de solutiile sistemului (1.1) care nu
presupun rezolvarea acestuia.

Vom presupune ca sunt indeplinite conditiile teoremei de existenta si uni-
citate a solutiei problemei Cauchy pentru t € [ty, 00) si pentru x € €2,  fiind
o multime deschisd din IR™.

Deci pentru orice a € (), exista gi este unica o solutie z = ¢(t), ¢ :
[to, 00) — Q astfel incat p(tp) = a.

Definitia notiunii de solutie stabila a unui sistem diferential gi primele
cercetari in aceasta directie au aparut in a doua parte a secolului al XIX-lea
si sunt datorate matematicienilor H. Poincaré (1854-1912) si A.M. Liapunov
(1857-1918).
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In termeni descriptivi se spune c& solutia © = o(t), ¢ : [tg,00) — Q este
stabild la +o00 1n sens Poincaré-Liapunov daca la variatii ”suficient de mici”
ale datei initiale xg corespund variatii "mici” ale solutiei corespunzatoare.

O formulare mai precisa este data de:

Definitia 1.1. Solutia ¢ a sistemului (1) se numeste stabila daca pentru orice
e > 0 exista d(g) > 0 astfel incat de indata ce zg € Q §i ||To — zol| < I(e)
solutiile ¢ si ¢ care la momentul ¢y iau respectiv valorile zo si zg satisfac
inegalitatea

lp(t) — ¢(t)|| < e, pentru orice t € [tg, 00).

In Fig. 1.1 dam o imagine grafica a stabilitatii solutiei .

Fig. 1.1.

Definitia 1.2. Spunem ca solutia ¢ a sistemului (1.1) este asimptotic sta-
bila daca este stabild (in sensul Definitiei 1.1) si satisface in plus conditia

Jim () - o(0)]| = 0.

Cazul stabilitatii spre —oco se definegte similar. Remarcam de asemenea
ca printr-o translatie convenabilda putem presupune ca sistemul (1.1) admite
solutia banala, stabilitatea solutiei initiale revenind la stabilitatea solutiei ba-
nale pentru noul sistem. Intr-adevir, dacd studiem stabilitatea solutiei ¢ a
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sistemului (1.1), facand substitutia x = y + ¢ in sistemul (1.1) rezulta ca y
va satisface sistemul

y':f(t,y+<,0)—f(t,<p):f(t,y)

si avem f(¢,0) = 0 iar solutiei x = ¢ ii corespunde solutia y = 0.

4.2 Stabilitatea sistemelor diferentiale.
Metoda functiei Liapunov

Fie sistemul autonom de ecuatii diferentiale
(2.1) v = fi(z1, 29, Tn), i =1,2....n

unde f; : @ — IR, pentru toti ¢ = 1,2,...,n, Q fiind o multime deschisa din
R"™.

Spunem ci 2 = (29,29,...,20), 2 € Q, este punct critic sau punct de
echilibru pentru sistemul de ecuatii diferentiale (2.1) daca f;(2°) = 0 pentru
orice i = 1,2,...,n. Solutia z(t) = 2° a sistemului (2.1) se numeste solutie
stationara sau solutie de echilibru a sistemului.

0

Definitia 2.1. Punctul 2° € Q se numeste punct critic izolat pentru sistemul
(2.1) daca exista ¢ > 0 astfel incat, in multimea (B(z%,¢)\{xo}) N, nu exista
nici un punct critic al sistemului.

Definitia 2.2. Spunem ca punctul critic izolat 2¢ = (x5, x5, ..., ¢ al sistemu-
lui (2.1) este punct critic stabil sau punct de echilibru stabil daca pentru orice
€ > 0 exista d > 0 astfel ca

|x(0) — z¢|| < 6 implica ||z(t) — 2¢|| < e

pentru toti ¢ > 0, z(-) fiind o solutie a sistemului (2.1). Daca exista § > 0
astfel incat
|£(0) — || < 0 implica tlim |z(t) — z¢|| = 0,
—00

spunem ca punctul critic x¢ este asimptotic stabil.

Facem mentiunea ca unii autori folosesc in loc de stabilitate a punctului
critic expresia stabilitate a solutiei stationare. Dupa cum se vede, este vorba
de acelasi lucru.

Metoda lui Liapunov in abordarea stabilitatii solutiei stationare consta
in determinarea unei functii V care joaca rolul de energie pentru sistemul
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(2.1) si care raméane marginita de-a lungul oricarei traiectorii (solutii) ¢ +—
(x1(t), x2(t),...,x,(t)) a sistemului sau, in cazul stabilitatii asimptotice,
V(z1(t), z2(t), ..., xn(t)) — 0 pentru t — oo.

Definitia 2.3. O functie Vi, Vi : IR" — IR se numeste functie Liapunov de
primul tip relativ la punctul critic izolat (zf,x$,...,z¢) al sistemului neliniar
(2.1) daca satisface urméatoarele conditii

(i) V4 este de clasa C! in raport cu toate variabilele sale in paralelipipedul

IT ce contine punctul critic (zf, ..., x5).

(ii) In punctul critic, Vi(z§,...,z5) = 0.

(iii) Exista o functie strict crescatoare, continua si pozitiva ¢ definita pe
0 < r < ¢ astfel ca Vi(z1,...,2n) > ¢1(r) in orice punct din II, unde

r? = (21— o) 4+ 4 (2 — a)?.

(iv) Vi satisface in II inegalitatea

oV; oV oV
f1 ! f2 ! "+f—<0

Observatie. Din ipoteza (iv) rezulta ca functia

— %Vl(xl(t), ey Zp (1))

este negativa pe traiectoriile sistemului (2.1).
Cu aceste pregatiri putem enunta prima teorema a lui Liapunov

Teorema 2.1. (Prima teorema a lui Liapunov) Daca Vi este o functie Lia-
punov de primul tip relativ la punctul critic izolat (x5, xS, ..., z%) al sistemului

neliniar (2.1), atunci punctul critic este stabil.

Demonstratie. Avem ¢1(r) < Vi(z1,...,.7,) unde 72 = (v1 — 25)% + (22 —
25)2 + - + (2, — 25)? apoi, tinand cont de (iv),

Vi(z1(t), ..., zn(t)) = Vi(21(0), ..., 2,,(0))+

/ Vi (@1(5), oons n(8))ds < Vi (21(0), ooy 2 (0)).
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Dar functia ¢ fiind continué gi crescatoare are o inversa continua cpl_l, care
verifica

(2.2) r(t) < o1 (Vi(@1(0), ..., 2n(0)),

unde () = \/(@a(6) =) -+ (a(t) 252
Fie acum ¢ > 0. Alegem 91 > 0 astfel ca gol_l(p) < e pentru 0 < p < d1.
Deoarece V) este continua si (z§, ..., z%) este punct critic, rezulta cd putem
alege 6>0 astfel ¢ Vi (21,22, ..., 2,) <61 daci (z1—2§)% + - -+ + (2, —2¢ )% <2,
Din (2.2) rezulta ca ori de cate ori data initiala (x1(0), ..., z,(0)) satisface

(21(0) — 29)2 + - + (2,(0) — ) < &

avem 7(t) < € pentru toti ¢t > 0, adica ceea ce trebuia demonstrat. n

Exemplul 2.1. Fie ecuatia oscilatorului armonic 2” + w?z = 0 cu w > 0.
Ecuatia este echivalenta cu sistemul diferential de ordinul intai

.%'/ =1, y/ = —w2x

care are punctul critic (0,0). Definim energia totald a oscilatorului armonic
(energia cinetica plus energia potentiala) prin

_ 1 Wi _ Lo 209
V—2x t5 2( + w ).

Rezulta imediat ca functia V este o functie Liapunov, deci solutia stationara
este stabila.

Exemplul 2.2. Folosind functia Liapunov Vi(z,y) = 2? + y? s se demon-
streze ca pentru sistemul diferential

=y
y’:—x—y?’

Solutie. Intr-adevar, functia Liapunov este continua si pozitiva in orice

paralelipiped ce contine punctul critic (0,0). Alegem functia 1 (r) = 72.

Pentru a incheia demonstratia este suficient sa verificam (iv)

(0,0) este punct critic stabil.

d

Vi@ y) = 2za’ + 2y = 22y + 2y(—2 — y°) = —2" <0.
Definitia 2.4. Functia V5, V5 : IR® — IR se numeste functie Liapunov de al
doilea tip relativ la punctul critic izolat (z§,z$,...,z¢) al sistemului neliniar
(2.1), daca satisface urmatoarele conditii:
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(j) V» este de clasd C! in raport cu toate variabilele sale in paralelipipedul
IT ce contine punctul critic (z§, ..., x5).

(i) Va(zf,...,z5) = 0.

(jij) Exista o functie strict crescatoare, continua si pozitiva o definita pe
0 <r < ¢ astfel ca Va(z1, ..., 2y) > @2(r) in orice punct din II, unde

r? = (v1 —29) 4+ (wn — 28)2

(jv) V4 satisface in II inegalitatea

Vs oVa

fla—xl+"'+fna—%<0.

Sa observam faptul ca singura deosebire care apare in definirea functiei
Liapunov de al doilea tip, fata de cea de primul tip, este data de conditia (jv)
care intareste conditia (iv).

Teorema 2.2. (A doua teorema a lui Liapunov) Daca Vo este o func-
tie Liapunov de al doilea tip relativ la punctul critic izolat (z§, x5, ..., xS) al
sistemului neliniar (2.1), atunci punctul critic este asimptotic stabil.

Demonstratie. Din ipoteze avem

%VQ(xl (t), ceey xn(t)) < 07

astfel ca functia t — Va(x1(t),...,x,(t)) este descrescdtoare si marginita in-
ferior de zero. Prin urmare, exista limita L = tlim Va(z1(t), ..., zn(t)). Daca
—00

L =0, avem @a(r(t)) < Va(xi(t), ..., zn(t)), astfel ca
T(t) < 902_1(‘/2(331(07 7xn(t)> —0

pentru ¢t — oo i demonstratia este incheiata.
Daca presupunem prin absurd ca L > 0, atunci [|z(¢)]] > J > 0 unde
x(t) = (z1(t), ..., zn(t)), astfel ca

d
E‘/Q(‘rl(t)a 7$n(t)) S _A2 < 0

Aceasta implica

Va(z1(t), ..oy 0 (1)) — Va(21(0), ..., 2,(0)) < —A%*t — —00



Metoda functiei Liapunov 81

care contrazice Vo > 0. Deci L = 0. n

Exemplu. Folosind functia Liapunov Va(z,y) = 2% + 2y, si se demonstreze
ca pentru sistemul diferential

{a:’z?a:y—x
[—

Y = —a? — P
(0,0) este punct critic asimptotic stabil.

Solutie. Deoarece proprietatile (j)—(jjj) sunt satisfacute de Vs, ramane de
verificat doar (jv). Pentru asta calculam

%VQ(ZE, y) = 2z’ + dyy’ = 22 (2xy — x) + dy(—2? — o¥) = —222 — 4
care este strict negativa (exceptand originea) ceea ce implica faptul ca (0,0)
este punct critic asimptotic stabil.

Facem observatia ca, in tratarea problemelor de stabilitate, nu exista o
reteta care sa permita determinarea functiei Liapunov pentru sisteme diferent;i-
ale neliniare. Totul tine de experienta rezolvitorului iar, pentru unele sisteme
ce modeleaza fenomene fizice, de faptul ca, functia Liapunov joaca rolul de
energie.

Dam in continuare, fard demonstratie, doua teoreme privind stabilitatea
sistemelor diferentiale, liniare sau a caror tratare se reduce la cazul liniar.

Sa consideram sistemul liniar omogen

(2.3) = Ax

unde A este o matrice de tip nxn cu elemente numere reale. Matricea A se nu-
meste hurwitziand daca toate radacinile ecuatiei caracteristice det(A\ — A) =0
au partea reala negativa. Relativ la sistemul (2.3), este usor de observat ca so-
lutia banala este stabila (asimptotic stabila), daca si numai daca orice solutie
a sa este stabila (asimptotic stabild). Din acest motiv, vorbim de stabilitatea
sistemului gi nu doar a unei solutii.

Teorema 2.3. Sistemul (2.3) este asimptotic stabil dacd gi numai dacd ma-
tricea A este hurwitziand. Daca toate raddcinile caracteristice au partea reald
negativa gi radacinile pur imaginare sunt simple, atunci sistemul (2.3) este
stabil. Daca cel putin o radacindg a ecuatiei caracteristice are partea reald
strict pozitiva, solutia banald a sistemului este instabila.

In ce priveste radacinile ecuatiei caracteristice, exista criteriul lui A. Hur-
witz (1859-1919) care da conditiile necesare si suficiente pe care trebuie sa le
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indeplineasca coeficientii polinomului caracteristic det(AI — A) pentru ca toate
radacinile sale sa aiba partea reala negativa. De exemplu, pentru polinomul
P()\) = A% +aX? 4+ b) + c acestea sunt: a > 0, b > 0 si ab > c.

Sa revenim la sistemul (2.1), unde functiile f;, i = 1,...,n sunt presupuse
de clasa C! in domeniul II.

Fie (z{,...,z¢) un punct critic pentru sistemul (2.1). Dezvoltand functiile

. . o e e . .
s = (x5, ...,
fi In serie Taylor in jurul punctului z¢ = (zf§, ..., ) obtinem

8f’L c . c
Z@ajj xj) +

Sistemul diferential liniar

dx
2.4 —=A
(2.4) o = A

0
unde A = < sz (IL‘C)> poartd denumirea de prima aproximatie liniard a
T —
,J=1n

sistemului (2.1) in jurul punctului critic z¢. Are loc

Teorema 2.4. Presupunem ca punctul ¢ = (z§, x5, ..., xS) este punct critic

izolat pentru sistemul neliniar (2.3). Dacd matricea jacobiand A din sistemul

C

2.4) este hurwitziana, atunci punctul critic (x5, ...,z
1 n

) este asimptotic stabil.

Exemplu. Fie sistemul

¥ =—x—y+a?
y' = 2sinz — 3y + y°.

Pentru a studia stabilitatea solutiei banale, consideram sistemul liniarizat co-
respunzator

¥=—-x—y

y = 2x — 3y

-1 -1
2 -3
—2 £ ¢, Teorema 2.4 arata ca punctul critic (0,0) este asimptotic stabil.

adicd ¥’ = Az, unde A = ( . Radacinile caracteristice fiind A; o =
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4.3 Probleme

1. Sa se verifice cu ajutorul definitiilor urmatoarele afirmatii:

(i) Orice solutie a ecuatiei diferentiale 2’ 4+ ax = 0 este stabila dacd a = 0,
asimptotic stabila daca a > 0 si instabila daca a < 0.

(ii) Orice solutie a ecuatiei Va2 + t?dx + (t + x* — Va2 +t2)dt = 0, a € R,

este asimptotic stabila.

(iii) Solutia ecuatiei diferentiale 2’ + 2tz = t + 1 cu data initiala z(0) = 1
este asimptotic stabila.

(iv) Solutia sistemului diferential 2’ = —y, ¢’ = x cu datele initiale 2(0) = xo,
y(0) = yo; xo,yo € IR, este stabila dar nu este asimptotic stabila.

2. Si se arate ca V(z,y) = 22 +y? este o functie Liapunov pentru sistemul

x = —a3 + 221>
y = —22%y — 515,

3. Si se gaseasca o functie Liapunov de forma V(z,y) = ax? + by? pentru
sistemul
= —z3 + 2y® + 327
{ y' = 222y — 49° — 3y°.
4. Folosind metoda functiei Liapunov, sa se cerceteze stabilitatea solutiei
banale a urmatoarelor sisteme de ecuatii:

I A
a){x— Yy

y =2y,

=2z —3y
Yy =r—Y,

v =—y—x/2-23/4
C) ’_ 3
Yy =z—y/2-y/4,
T :x5—|—y3
y = -y

x = ay — bx*"H!
y = —ax — cy®™t, a,b,c >0, n €N,
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5. Sa se studieze stabilitatea solutiilor sistemului

=z + 5y
Yy =bx+y.

6. Sa se determine solutiile stationare ale sistemului diferential

=1-xy
y/:x_yi’,.

si sa se studieze stabilitatea lor.
7. Folosind metoda primei aproximatii sa se studieze stabilitatea solutiei

banale (0,0,0) a sistemului diferential neliniar

' = =2z +y+ 32+ 9y°
Y = —6y — 5z + 722
2 = —z 42?2

8. Fie sistemul diferential neliniar

v’ =y + ax(z? +y?)
v = —x+ay(z? +92 ac€R.

S& se arate ca, desi pentru sistemul liniarizat ' = y, ¥/ = —z punctul de

echilibru (0,0) este stabil, pentru sistemul initial acelagi punct de echilibru
este asimptotic stabil pentru a < 0 si instabil pentru a > 0.



Capitolul 5

Integrale prime si ecuatii cu
derivate partiale de ordinul
intai

In acest capitol vom introduce notiunea de integrald prima a unui sistem de
ecuatii diferentiale ordinare gi vom analiza legatura acesteia cu ecuatiile cu
derivate partiale de ordinul intai.

5.1 Integrale prime si legi de conservare

Fie sistemul diferential autonom

(1.1) v = Xi(z1, 29, 1), i=1,2,..,n

unde functiile X; sunt de clasd C' pe o multime deschisa D, D C IR™.

Definitie. Functia scalara ¥(x) = ¥(z1,z2,...,2,), continua si cu derivate
partiale de ordinul intai continue in D, care nu este identic egala cu o constanta
in D, dar care este constanta de-a lungul solutiilor sistemului (1.1) care raméan
in D, se numeste integrald primd a sistemului.

Dam acum un criteriu analitic pentru a recunoaste daca o functie ¥ este
sau nu o integrala prima, fara a cunoaste solutiile sistemului de ecuatii dife-
rentiale.

Teorema 1.1. Conditia necesard si suficientda pentru ca o funclie ¥ continud
in D impreund cu derivatele partiale de ordinul intdi, care nu este constanta
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in D, sd fie o integrald prima a sistemului (1.1) este ca sa verifice egalitatea
(1.2) (grad ¥(z), X (x)) =0, Vx € D

unde X = (X1, Xo, ..., Xp).

Demonstratie. Necesitatea este imediatda deoarece W, fiind constanta de-a
lungul oricarei solutii a sistemului (1.1), avem

U(z1(1), ..., (1))

c,

pentru orice solutie (z1t, x2(t),...,x,(t)) a sistemului (1.1) de unde, prin dife-
rentiere (si tinand cont ca prin orice punct al lui D trece o solutie a sistemului
(1.1)), rezulta (1.2).

Suficienta rezulta din faptul ca (1.2) implica

5 W) w0y =0,

i=1 Iz

pentru orice x = (1, z2, ..., Tp), solutie a lui (1.1), de unde rezulta ca v este
constanta de-a lungul traiectoriilor sistemului (1.1). n

Faptul ca functia ¥ este constanta de-a lungul traiectoriilor sistemului
(1.1) se mai scrie sub forma ¥(xy,z2,...,x,) = C. De aceea se mai spune ca
integralele prime reprezinta legi de conservare.

Exemplul 1. Fie un corp de masa m aflat in cadere libera sub actiunea
gravitatiei F' = mg. Atunci, miscarea corpului este descrisd de sistemul

W =wv
'U/:_g,

unde v este viteza lui, iar h distanta fatd de pamant (parametri de stare).

mu
Functia de stare £ = mgh + 5 este constanta de-a lungul traiectoriei,

deoarece E' = mgh' + mvv’ = mgv + mv(—g) = 0. Recunoagtem aici legea
CONServarii energiei.

Exemplul 2. Presupunem ci un punct material (particula) de masa m se
misca In spatiu sub actiunea unui camp de forte F' = —grad V, cu V functie de
clasa, C!' (cAmpul F se mai numeste conservativ iar V este un potential scalar
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al miscarii). Daca x(t) = (z1(¢), z2(t), x3(t)) sunt coordonatele punctului ma-

terial la momentul ¢, atunci, in virtutea legii lui Newton, ecuatia miscarii este

ma’” = —grad V si pe componente

ov .
mx;’:—axiaz:lﬂ,&
Atunci ov ov ov
m(xy 2 + zhal + zhaly) = ——axlxll ~ o5 xh — . Ty
adica
L (@2 4 o+ w2) = =LV (@1 (1), ma(t), 25(8))
—m— x r:) = ——V(z x x )
9 gttt T s ar TR
Notand

1 ! / / 1
T= §m(;1712 +xf +xd) = §mv2 (energia cinetica a particulei)

atunci

d d

—T =—-—V,

dt dt
deci T+V = constant. Asadar, in lungul oricérei curbe integrale, suma T+ V'
este constanta si este numita integrald prima a energiei.

Integrale prime si integrarea sistemului. Cazul autonom

Vom examina rolul pe care-1 au integralele prime la integrarea unui sistem de
ecuatii diferentiale.

S& presupunem ca se cunosc p (1 < p < n) integrale prime ale sistemului
(1.1) si anume

(1.3) fz‘(l’l,l’g, ,l’n) = Cz (Z = 1,2, ...,p).

Aceste integrale prime se numesc independente, daca ecuatiile (1.3) pot fi
rezolvate in mod unic in raport cu p dintre variabilele x1, x2, ..., ,. Dar pentru
ca integralele (1.3) sa fie independente este suficient sa existe un minor de
ordinul p al matricei:

a.
( fl), i=1,2,..,p; j=1,2,...,n
al'j

care sa nu se anuleze in D.
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Teorema 1.2. Dacd pentru sistemul (1.1) se cunosc p integrale prime inde-
pendente, atunci integrarea lui se reduce la integrarea unui sistem normal de
n — p ecuatii diferentiale de ordinul intas.

Demonstratie. Presupunand ca integralele prime f; (i = 1,2,...,p) sunt
independente, ecuatiile (1.3) se pot rezolva in mod unic in raport cu p dintre
variabilele x1, z9, ..., x,,, de exemplu in raport cu primele p, obtindndu-se:

T = Gi(Tpt1, Tpt2s ooy Tn, C1, Co, ..., Cp), 1 =1,2,...,p.
Inlocuindu-se apoi in ultimele n — p ecuatii ale sistemului (1.1) se obtine

x;+k = Xpk(91,92, s Gpy Tpt1s - Tn), K=1,2,...,n — p.
|
Teorema 1.2 arata importanta integralelor prime pentru sisteme diferentiale.
Sa presupunem acum ca functiile X7, Xs,..., X;, nu se anuleaza simul-
tan In nici un punct din domeniul D. Pentru simplitate, presupunem ca
Xi1(x1,x9,...,x,) # 0 pentru orice (z1,...,zy) € D.
Sistemul (1.1) se poate scrie in forma simetrica
dx dx dx
(1.4) —1:—2:...:_n:dt
X3 Xo Xn
si integrarea lui revine la integrarea sistemului de (n — 1) ecuatii diferentiale:
dl‘z X2 dxg . X3 dl’n Xn

1.5 T2 _ 22008 A3 _ 2n
( ) d.iL‘l X1 de‘l X1 dl‘l X1

urmata de o cuadratura.
Intr-adevar, integrand sistemul (1.5), se gaseste

22 = g2(21,C1, 02, ., Cp1), oy T = gn(21, C1, Co, ..., Cpa).
Inlocuind acum in primul raport din (1.4) rezulti
dxl

X1($17927g37 7g'fl)

de unde, printr-o cuadratura ce introduce inca o constanta arbitrara, se obtine
t functie de 1.

Rezulta, tinand cont de Teorema 1.2, ca pentru integrarea sistemului (1.5)
sunt necesare (n — 1) integrale prime independente in D, adica F; = Cf,
=0, ..., F,_1 = C,_1, astfel incat:

a(FhFQa ) Fn—l)
6(1’2, L3y ooy xnfl)

— dt,

£0
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pentru toate punctele z = (z1, z2, ..., mn) eD.

Observatie. Un sistem neautonom se poate transforma intr-un sistem au-
tonom, marind numarul dimensiunilor cu o unitate.
Intr-adevar, daca consideram sistemul

JI; = fi(t)x1)$27 "')‘Tn)7 L= 1’2’ AL

acesta poate fi scris sub forma:

dzq dzo dz,, dt

filt,x1, .y xy)  folt,xy, ) - fa(t,xy, .o zp) 1

Combinatii integrabile
Daca se pot determina n functii, A1, A2, ..., A\, continue in D, astfel incat in D
sa fie verificata identic egalitatea

MXT+H XX+ -+ A, X, =0

iar expresia A1dxi + Aodz1 + - - + A\pdx, sa fie o diferentiala totala exacta,
adici s existe o functie ¥ € C1(D) astfel incat:

Adxy + dodxo + - - - + A\pdz, = dV,

atunci spunem ca expresia A\ X1 + Ao X2 + - - - + A\, X, este o combinatie inte-
grabild a sistemului (1.5).

In aceste conditii, se vede imediat ci U este o integrald prim4 a sistemului
(1.5). Acest procedeu simplu permite uneori gasirea de integrale prime ale
unui sistem de ecuatii diferentiale.

5.2 Ecuatii cu derivate partiale de ordinul intai
liniare
O relatie de forma

F (xl,zg,...,xn,

ESC
ox, Ozs  Ox, )

unde z = (21, 72,...,7,) € D C IR", z € CY(D), poarta denumirea de ecua-
tie cu derivate partiale de ordinul intai. Aici, functia necunoscuta este z, de
argumente (x1,x2,...,2,) € D. Spunem cd z : D — R este solutie a ecuatiei
de mai sus daca este continud gi cu derivate partiale continue in D si satisface
relatia data peste tot in D. Daca F este de gradul intai in z si derivatele lui
z, spunem ca ecuatia este liniara. Daca F' este liniara numai in derivatele lui
z, dar nu si in functia necunoscuta z, spunem ca ecuatia este cvasiliniara.
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Ecuatii cu derivate partiale de ordinul intai liniare si omogene

Ecuatiile de acest tip au forma

" 0z
(2.1) ZXi(xlawb---axn)axi =

i=1

0

unde X;, i = 1,2,...,n, sunt functii de clasi C' in multimea D. Presupunem
ca functiile X; nu se anuleaza simultan in D.
Din Teorema 1.1, aplicata sistemului autonom scris sub formé simetrica
dx dzo dx,

2.9 Dt R
(2:2) X4 Xs X,

)

rezultd ca  functiile z = z(x1,T2,...,2,), 2 € CY(D) sunt solutii ale ecuatiei
(2.1), daca si numai dacda sunt integrale prime ale sistemului (2.2). Sistemul
(2.2) poarta denumirea de sistemul caracteristic al ecuatiei cu derivate partiale
(2.1).

Presupunem ca se cunosc (n — 1) integrale prime ale sistemului (2.2)

(2.3) Fi(z1,z0,...,2n) =Ci, i =1,2,....,n—1

astfel incat determinantul lor functional in raport cu (n—1) din cele n variabile
sa nu se anuleze in nici un punct din D, de exemplu sa avem in D:

O(Fy, Fa, ..., F 1)
O(x2,x3, ..., Ty)

(2.4) £0.

Teorema care urmeaza prezinta structura solutiei generale a ecuatiei (2.1).

Teorema 2.1. Daca Fy, Fy, ..., F,,_1 sunt (n—1) integrale prime independente
ale sistemului caracteristic (2.2), iar ¢ este o functie arbitrara de (n — 1)
variabile, de clasd C' in raport cu acestea, atunci:

(2.5) z=¢(F, Fy, ..., Fy1)

este o solutie a ecuatiei (2.1), gi orice solutie a ecuatiei (2.1) are forma (2.5).

Demonstratie. Deoarece ¢ si Fj, i = 1,n — 1, sunt functii de clasa C'', rezults
cid ¢(F1, Fy, ..., F,_1) este de clasia C1, in raport cu variabilele (z1, 22, ..., 7,,).

Acum, deoarece de-a lungul unei solutii arbitrare a sistemului (2.2) avem
F; = Cj, si deci ¢(C1,Co, ..., Cp_1) = const., adica ¢ este o integrala prima a
sistemului (2.2), rezulta ca ¢ este solutie a ecuatiei (2.1).
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Reciproc, sa presupunem ca z = z(1, 2, ..., Ty) este o solutie a ecuatiei
(2.1) si sa aratam ca are forma (2.5).

Deoarece Fy, Fy, ..., F,,_1 sunt si ele solutii ale ecuatiei (2.1) rezulta ca in
D este verificat sistemul:

0z 0z 0z
X1— Xo—- Xp— =0
16961 + 281’2 oo "0z
8F1 8F1 aFl
it X, o1 X X = 0
(2.6) ! 0z + 2 0z Tt "0y
oF,,_ oF,,_ oF,_
X1 n—1 + Xg n—1 4o g Xn n—1 0.
o0xy O0x9 Oxy,

Interpretam sistemul (2.6) ca un sistem algebric liniar si omogen de n
ecuatii cu n necunoscute, X, Xo, ..., X,.

Deoarece pentru fiecare punct = = (x1,x2,...,2,) € D sistemul (2.6) ad-
mite solutii nebanale (intrucat functiile X; nu se anuleaza simultan in D),
rezulta ca determinantul sau este identic nul in D, deci:

a(z, Fl, FQ, ceey anl)

=0.
O(x1,x2, ..., Ty)

(2.7)

Daca in D avem Xi(z1,...,x,) # 0, determinantul functional (2.4) este nenul
si din (2.7) rezulta ca z este o functie de Fi, Fy, ..., Fj,_1, adica (2.5). n

Problema lui Cauchy pentru ecuatia omogena

Presupunand ca Xj(z1,z2,...,2,) # 0 in D, ecuatia (2.1) se scrie in forma
normala:

0z Xy 0z X3 0z X, Oz
8311 __<X1 8.7}2 X1 833‘3+.“+X1 8.71n)

Problema lui Cauchy asociata ecuatiei (2.1) se enunta astfel: Sa se determine

solutia ecuatiei (2.1) care pentru z; = l‘(l) se reduce la o functie arbitrara

data p(z2,z3, ..., ), continua si cu derivate partiale de ordinul intai continue

intr-o vecinatate a punctului (29, 3, ...,2%), unde punctul (29,29, ...,2%) € D.
Aceasta problema admite o solutie unica, ce se obtine astfel: din relatiile

(2.3) scrise pentru x1 = z9, deci:

Fy(al o, ..,xp) =Cy, i=1,2,...,n—1

se pot scoate xo,x3, ..., T, In functie de Cy, Cs, ..., C,_1, deoarece este satisfa-
cuta conditia (2.4).
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Introducand acum expresiile gasite pentru xo,xs3,...,x, In functia z =
o(z2, 3, ..., y) se obtine z in functie de C1,Cy,...,Cp—1, adica o relatie de
forma

z = F(Cl, 02, ceey Cnfl).

Inlocuind acum pe Cy, Co, ..., Cp—1 cu expresiile lor conform cu (2.3), se obtine
solutia cautata a ecuatiei (2.1):

Z = F(Fl,FQ, ceny Fn—l)
si care satisface conditia Cauchy impusa.

Exemplu. Sa se determine solutia ecuatiei

(xf —x)@—kx %_,_x ﬁ_o
3 2 81'1 38$2 281}3 -

care satisface conditia 2(0, z2, 73) = 323 — 2% — 2z973.

Rezolvare. Sistemul caracteristic asociat este

dvy _ dvy _ des
(z3 — 22)? T3 L2
si admite integralele prime:
(2.8) l‘% — .r% =C1, 31 + (1‘3 — 1‘2)2 = (5.

Facand x; = 0 i eliminand x5 i o3 intre relatiile:

23— 22 =0y, (29 —23)* = Oy, 2z =323 — 23 — 2w913
se obtine z = 2C7 + Cs. Inlocuind acum pe C; si Cy din (2.8), rezulta ca
functia 2z = 221 + 323 — 23 — 22973 este solutia cautata.

5.3 Aplicatii la fizica plasmei

Notiunea de plasma este folosita in fizica pentru a desemna un gaz ionizat, cu
o densitate suficient de mare astfel ca fortele exercitate de particulele gazului,
unele asupra altora sunt neglijabile in comparatie cu fortele exercitate asupra
particulelor de un camp electromagnetic exterior. In laborator, plasma apare
cand electricitatea este descarcata direct in gaz.

Studiul plasmei este stimulat, intre altele, de posibilitatea de a controla
reactoarele termonucleare.
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Reactoarele termonucleare folosesc gaze la temperaturi foarte inalte, tem-
peraturi la care gazul este complet ionizat, prin urmare este o plasma.

Problema principala a reactoarelor nucleare este cum sa pastreze plasma.

Un container nu poate fi folosit, deoarece peretii sai s-ar vaporiza instan-
taneu. Practica a aratat ca plasma poate fi pastrata intr-un cimp magnetic.

Ecuatia de baza a plasmei este cunoscuta sub numele de ecuatia lui Boltz-
mann.

Vom prezenta in continuare un caz special al acestei ecuatii care este folosit
in problema statica a stratului limita.

In acest caz, ecuatia are forma

af vo dn d(b) af vy dn Of
(2.9) mv18w+e<c dr dx) 0v ¢ du Ovg =0

In (2.9), f este functia necunoscuta de trei variabile independente z, vy si
vo. Functiile ¢ gi 1 sunt date si depind doar de x, in timp ce m,e, C sunt
constante.

Ecuatia (2.9) este liniara si omogena, sistemul caracteristic asociat fiind

dzx dvy dvoy
2.10 = = .
(210 R O T T T
C dx dx C dx

Din primul si al treilea raport obtinem integrala prima
e
f1=mus + an(x)

inmul@ind numaratorul gi numitorul celui de-al doilea raport cu 2vq, celui de-al
treilea raport cu 2vy si adunand numaratorii si numitorii rapoartelor rezultate,
obtinem raportul
d(vf + v3)
do

—2ev1—

dx
care, egalat cu primul raport din (2.10), conduce la cea de-a doua integrala
prima

o = (e} +13) + e0().

Evident, f; si fo sunt functional independente, deci solutia generala a e-
cuatiei (2.9) este data de

(2.11) f(z,v1,v9) = F(mvy + %n(w), %m(v% —vd) + eg(x)),
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unde F'(f1, f2) este o functie arbitrard de doud variabile.

In (2.11), f1 reprezinta energia particulei de masa m, iar fo este momentul
cinetic.

Perechea de ecuatii

fi=C1, fo =Cy; C1,Cy = constante

determina traiectoria particulei.

5.4 Ecuatii cu derivate partiale cvasiliniare

Consideram ecuatia

z 0z
Xi1(x1, 29, ey Ty, 2) =— + Xo(x1,29, oy Tpy 2) =— + -+ +
81‘1 61’2
(3.1) 5
P
+Xn($1,.’132, "'7xn7z)8_ = Xn+1(.’131,$2, ”'7xn7z)
L,

unde X1, Xo, ..., X, 41 sunt functii de n + 1 argumente, de clasia C' in raport
cu aceste argumente intr-un domeniu D, (n + 1)-dimensional.

La fel ca in cazul liniar omogen, presupunem ca functiile X;, =1, 2, ...,n+1,
nu se anuleaza simultan in D.

Se pune problema determinarii tuturor functiilor z = z(z1, z2, ..., z, ), con-
tinue Impreuna cu derivatele lor partiale de ordinul intai, care verifica ecuatia
(3.1). Problema integrarii acestei ecuatii se poate reduce la problema integrarii
ecuatiei liniare omogene (2.1) daca, in loc sa determinam pe z direct, solutie
a ecuatiei (3.1), ciutam si determiniam o functie u € C1(D), ce depinde de
(n+ 1) argumente u(x1,x2, ..., Ty, 2) astfel ca, din relatia

(3.2) w(x1, 22,y oy T, 2) =0

s putem scoate pe z ce verifica (3.1), adica in D, 8_u #0.
z
Din (3.2) rezulta relatiile

0z ou Ou
T k=12,
Oxy, Oz 0Oz 1St
care, inlocuite in (3.1), conduc la:
0 0 0 0
(3.3) X 4 Xpo b+ X+ X e = 0

01 Oxa Oxy, 0z
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care este o ecuatie liniara gi omogena in u pe care o tratam cu metodele
dezvoltate in paragraful anterior. Mai exact, 1i asociem sistemul caracteristic

X X X, Xpa

dry  dza _ dxin dz

Fie n integrale prime ale acestui sistem
Fi(z1, 22, ....;xn,2) =C;, i =1,2,...,n.
Integrala generala a ecuatiei (3.3) va fi deci
u=¢(F1, Fa, ..., Fy)
iar solutia z a ecuatiei (3.1), se deduce ca functie implicita din
O(F1, Fy, ..., F,) =0
unde ¢ este o functie arbitrara de clasd C' in D.

Exemplu. Fie ecuatia

%—i- %—i- @—m (m = const.)
xax yay 232_ U = ..

Sistemul caracteristic asociat este

d_x dy dz du

din care deducem . u
g:Ch _2027 _203'
T T

:L.m

Solutia u se deduce din relatia
d) <g7£7 l:n> — O,
T T

= 2 (yZ) :
r T

care ne da
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5.5 Probleme

1. Sa se determine integralele prime ale urmatoarelor sisteme de ecuatii dife-
rentiale scrise sub forma simetrica:

dx dy dz

(i) = = ;
y+z r—+z r+y

O e rer2 =y ~ %

(i) dz B dy dz
wly+z)  z2z—y) yly—2)

(iv)

d
v = dy = dz ,a, b, cE R,
cy—bz az—cxr br—ay
(v)

dx B dy B dz
w(y® —20%)  y(2y3 — %) 92(23 — )’
2. Sa se determine solutia generala a urmatoarelor ecuatii cu derivate
partiale de ordinul intai liniare gi omogene:

. ou ou ou
(i) (z — 2)% + (- Z)a_y t225-=0;
ou ou Ou

(ii) (1+\/m)%+28_y+£:0;

ou ou 0
m _ p\_ p_ n\_" n_,my~ , _ IN*.
() (" = )G (=2 G+ (@ = g™ e =0omamp €
3. Sa se determine solutiile urmatoarelorprobleme Cauchy:
() VIS 4+ TR+ ZO 0, ulay,1) = 2 — y);
xa$ \/yay zaZ_ y U\, Y, =T Y);
(i) (14 xQ)% + :z:yg—Z
.. Ou ou ou 9 9
(iii) To +y6_y +my% =0, u(z,y,0) = x*+y~.

4. Sa se determine solutiile generale ale urmatoarelor ecuatii cu derivate
partiale de ordinul intai cvasiliniare:

ou

=0, u(0,y) = y*;

ou ou 2.
(iii) (:cu—i—y)% + (:c—l—uy)a—y =1-—u%



Capitolul 6
Functii speciale

Folosirea metodelor matematice in fizica, mecanica, astronomie a scos in evi-
dentd, intr-o serie de probleme fundamentale, cateva functii, numite functii
speciale, care au unele proprietati asemanatoare cu cele care caracterizeaza
functiile transcendente elementare.

O categorie importanta de functii speciale rezulta din rezolvarea proble-
melor la limita pentru ecuatii cu derivate partiale liniare de ordinul al doilea,
pe domenii cilindrice sau sferice.

Dupa cum vom vedea, o metoda foarte folosita in rezolvarea acestor pro-
bleme este metoda separarii variabilelor. Procedeul general de rezolvare prin
aceasta metoda consta in gasirea unui sistem de coordonate curbilinii ortogo-
nale astfel Incat ecuatia cu derivate partiale data, dupa transformarea ei in
noile variabile, sa admita separarea variabilelor.

Aplicind metoda separarii variabilelor, suntem condusi la probleme la
limita pentru ecuatii diferentiale (ordinare) de ordinul al doilea, liniare gi omo-
gene. Problemele la limita pentru aceste ecuatii determina clase importante
de functii speciale (functii cilindrice, sferice etc.). Tata cateva ecuatii, a caror
rezolvare conduce la functii speciale:

¢ Ecuatia lui Bessel

22y" + 2y’ + (22 — v?)y = 0, unde v este o constanti;

e Ecuatia lui Legendre
(1 — 22)y" — 22y’ + vy = 0, unde v este o constanti,;

¢ Ecuatia lui Hermite
y" —2xy’ 4+ 2ny =0, unde n € Z;
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e Ecuatia lui Cebagev
(1 —22)y" — 2y +n’y =0, unde n € Z;

e Ecuatia hipergeometrica
z(1—=2)y" + (c=(a+ b+ 1)x)y — aby =0, a,b, c fiind constante.

In cele ce urmeaza, vom prezenta functiile speciale generate de primele
doua ecuatii, functii cunoscute sub numele de functii cilindrice, respectiv func-
tii sferice, acestea fiind cele mai frecvent intalnite in problemele de fizica ma-
tematicd. Vom studia proprietatile lor, unele relatii pe care le satisfac, ex-
primarea lor prin functii elementare, precum si posibilitatea dezvoltarii unei
functii date in serie de functii speciale.

Atat functiile cilindrice, cét si cele sferice apar ca solutii ale unor ecuatii
cu derivate partiale de ordinul II, rezolvate prin metoda separarii variabilelor.
Dupa cum vom vedea, prin aceasta metoda rezolvarea unei ecuatii cu derivate
partiale (in anumite situatii privind forma ecuatiei i domeniul in care se
lucreazd) se reduce la rezolvarea a doua ecuatii diferentiale de ordinul II cu
conditii suplimentare. Aceste ecuatii diferentiale cu conditii la limita fac parte
din categoria problemelor cunoscute sub numele de probleme Sturm—Liouville.

Desi problemele Sturm—Liouville sunt interesante prin ele insele, noi vom
evidentia doar acele rezultate pe care le vom folosi in teoria functiilor cilindrice
si sferice.

6.1 Rezolvarea ecuatiilor diferentiale liniare cu aju-
torul seriilor de puteri

Metoda seriilor de puteri este una din metodele de baza pentru rezolvarea e-
cuatiilor diferentiale liniare cu coeficienti variabili. Metoda, dupa cum arata si
numele, consta In cautarea solutiei sub forma unei serii de puteri. Noi ne vom
ocupa doar de ecuatii diferentiale liniare de ordinul al doilea deoarece sunt
cele mai importante din punctul de vedere al aplicatiilor. La inceput facem o
scurta prezentare a seriilor de puteri, desi consideram ca sunt cunoscute de la
cursul de analiza matematica.
O serie de forma

(1.1) Zan(x —x0)"
n=0

se numeste serie de puteri in jurul punctului xg. Numerele ag, a1, ..., Gy, ... s€
numesc coeficientii seriei. Spunem ca seria (1.1) este convergenta in punctul
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x = x1, daca exista gi este finita

N
li — )"
A, 2 el = 20)

iar limita se va numi suma seriei in punctul x;. In caz cd limita de mai sus nu
exista sau este infinita, spunem ca seria este divergenta in punctul x.

Seriile de puteri au o proprietate speciala gi anume faptul ca multimea
punctelor in care seria este convergenta formeaza un interval. Raza acestui
interval, in cazul seriei (1.1), este data de formula

1

(1.2) R=
lim {/|an|
n—oo

Sau

(1.3) R= lim |-
n—00 | Gp41

presupunand ca limitele (1.2) sau (1.3) exista.

Daca R = 0, seria (1.1) converge numai in x = zg. Dacd R = oo, seria
(1.1) converge pentru orice z, iar daca 0 < R < oo, seria converge in intervalul
|x — zo| < R si diverge pentru |z — xg| > R.

Intervalul (=R + zo, R + x¢) se numeste interval de convergenta al seriei
(1.1), iar R se numeste raza de convergenta. In capetele intervalului, = =
— R+ 1z respectiv x = R+ x, seria poate fi convergenta sau divergenta. Deci,
pentru orice z, |x — z9| < R, suma seriei de puteri exista si defineste o functie

(1.4) flz) = Zan(m‘ — x0)", pentru |z — zo| < R.
n=0

Functia f astfel definita este derivabila de orice ordin, derivatele sale f’, f”, ...
obtinandu-se prin derivarea seriei (1.4) termen cu termen.

In procesul cautarii solutiei unei ecuatii diferentiale sub forma unei serii de
puteri, avem nevoie, pe langa derivare, de adunari, scaderi, inmultiri a doua
sau mai multe serii de puteri. Aceste operatii sunt foarte aseméanatoare cu
cele facute cu polinoame cu restrictia ca, in cazul seriilor, operatiile se fac
pe intersectia multimilor de convergenta ale seriilor implicate. Sa introducem
acum conceptul de functie analitica care va fi folosit in cele ce urmeaza.

Spunem ca functia f este analiticd In punctul xy daca poate fi scrisa sub
forma

(15) F@) =3 an(x — zo)™,
n=0
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seria avand o raza de convergenta pozitiva.

Din (1.5) giisim f(z0) = nla, pentru n = 0, 1,2, ..., deci seria (1.5) este
seria Taylor
(1.6) fz) = 27,(33 — x0)

—
a functiei f in punctul x = zg. Astfel, o functie f este analitica in punctul zg,
daca este dezvoltabila in serie Taylor in punctul zg si are o raza de convergenta
pozitiva.

Puncte ordinare si puncte singulare

Sa consideram ecuatia diferentiald liniara de ordinul al doilea cu coeficienti
variabili

(L.7) as(a)y” + a1(2)y + ao )y = 0.

Definitia 1.1. Punctul 2y se numeste punct ordinar pentru ecuatia (1.7) daca
functiile

(1.8)

sunt analitice in punctul zg. Daca cel putin o functie din (1.8) nu este analitica
in xg, atunci xp se numeste punct singular pentru ecuatia (1.7).

Definitia 1.2. Punctul x¢ se numeste punct regulat singular pentru ecuatia
(1.7) daca este punct singular si functiile

(1.9) (x — x0)
sunt analitice In punctul zg.
Sa consideram acum ecuatia (1.7) cu conditiile initiale
(1.10) y(z0) = vo, ¥ (z0) = 1.
Teorema urmatoare descrie forma solutiei pentru ecuatia (1.7) si in parti-

cular a solutiei unice pentru ecuatia (1.7) cu conditiile initiale (1.10), in cazul
in care x( este un punct ordinar.
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Teorema 1.1. Dacd xy este un punct ordinar al ecuatiei diferentiale (1.7),
atunci solutia generald a ecuatiei diferentiale este data de seria de puteri

(1.11) y(@) =) an(z —w0)"
n=0

cu raza de convergentd pozitiva. Mai exact, dacd Ry $i Re sunt razele de
convergentd ale seriilor reprezentind dezvoltdarile functiilor (1.8), atunci raza
de convergentd a seriei (1.11) este mai mare sau egald cu minimul dintre Ry
si Ro. Coeficientii ay, pentru n = 2,3, ... ai seriei (1.11) se obfin in functie de
ap §i ay prin substitutia lui y dat de (1.11) in ecuatia (1.7) si egalarea coefi-
ctentilor puterilor egale ale lui x. In final, daca y dat de (1.11) este solutia
ecuatiei (1.7) cu conditia Cauchy (1.10), atunci ap = yo §i a1 = y1.

Exemplu. Sa se rezolve problema Cauchy

(1.12) 1—-2)y" —y +2zy=0

(1.13) y(0) = ¢/ (0) = 1.

Solutie. Deoarece conditiile initiale sunt date in 0, vom cauta solutia ca o
serie de puteri centrata in 0. Ecuatia (1.12) are un singur punct singular z = 1
in timp ce xg = 0 este punct ordinar.

Deci problema Cauchy (1.12)—(1.13) are o solutie unica de forma

(1.14) y(x) = Zanx”
n=0

Dezvoltand in serie de puteri a1 (z)/az(z) si ap(x)/az(x) obtinem

ai(x) 1 i " 2] <1
=— =—->) z" x
(z) 1—=z =
ag(l‘) €z i n io: n+1 | |< 1
= =z) "= " |z ,
ag(l‘) L—z n=0 n=0

de unde rezulta ca raza de convergenta a seriei (1.14), este mai mare sau egala
cu 1.
Substituind (1.14) in (1.12) si egaland coeficientii gasim

2@2*@1:0
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si

1
si tindnd cont de (1.13), ag = a1 = 1. Aceste relatii implica a,, = — bentru
n!

n > 1, deci unica solutie a problemei (12)—(13) este

[e.e] [e.e] 1
— n __ n __ T
y(z) = E apz" = E =
n=0 n=0

Sa analizam in continuare cazul punctelor regulate singulare. Mai exact,
ne ocupam de ecuatia (1.7)

az(2)y” + a1 (x)y’ + ao(z)y =0
pentru care cautam solutii sub forma seriilor de puteri intr-o multime de forma
{/0 <z — x| < R},

adica Intr-un interval din care am scos centrul zg, despre care presupunem ca
este punct singular regulat.

Reamintim ca, deoarece xg este punct singular regulat, au loc dezvoltarile
in serii de puteri

ar(z =
(1.15) (x — x0) 1) = ZA"@ —xp)", pentru |z — zo| < Ry
CLQ(.T) n=0
(1.16) (x — xo)an(x) = ZBn(x — )", pentru |z — zo| < Ra.
aQ(l‘) n=0

Deoarece x( este un punct singular pentru ecuatia diferentiala (1.7), solu-
tia sa , In general, nu este definita in xy. Totusi, ecuatia (1.7) are doua solutii
liniar independente in multimea 0 < |z — z¢| < R, unde R = min{R;, Ra}.

In continuare, vom enunta o teorema care descrie forma celor doua solu-
tii liniar independente ale ecuatiei (1.7), in vecinatatea unui punct singular
regulat.

Definitia 1.3. Presupunem cd x( este un punct singular regulat pentru
ecuatia (1.7) si ca au loc dezvoltarile (1.15) si (1.16). Atunci ecuatia

(1.17) M4 (Ag+ 1A+ By=0
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se numeste ecuatie indiciald a ecuatiei diferentiale (1.7) in jurul punctului xg.

Teorema 1.2. Presupunem ca xq este un punct singular requlat pentru (1.7)
si cd au loc dezvoltarile (1.15) si (1.16). Fie A1 si Ao cele doud raddacini ale
ecuatiei indiciale (1.17) indexate asa incat Ay > Az in cazul in care ambele
sunt reale. Atunci una din solutiile ecuatiei (1.7) este de forma

(1.18) y1(z) = |z — 20/ an (2 — 20)"
n=0
unde ag = 1, relatia (1.18) avdnd loc in mulfimea {x/0 < |z — zo| < R} unde
R= min{Rl, RQ}
A doua solutie liniar independenta, yo(x), a ecuatiei (1.7) in multimea
{z/0 < |z — x0| < R} se determind in felul urmator:

Cazul 1. Dacd M\ — A2 ¢ Z atunci

(1.19) yale) =[x — 203 bu(z — ao)”
n=0

cu by =1.

Cazul 2. Daca A\ = A, atunci

(1.20) yo2(x) = y1(z) In |z — 20| + |z — xo‘AQan(iﬁ — )"
n=0

cu bg = 0.

Cazul 3. Daca A\ — Ay € IN, atunci

(1.21) yo2(x) = Cyr(z) In |z — 20| + |z — x0|>‘Qan(x —xo)"

n=0

cu by =1.

Ca si 1n cazul punctelor ordinare, coeficientii seriilor (1.19)—(1.21) se pot
obtine substituind solutia de forma respectiva in ecuatia (1.7) si identificand
apoi coeficientii. Seriile de forma (1.19) se numesc serii Frobenius iar metoda
de determinare a solutiei utilizand o astfel de serie se numeste metoda lui
Frobenius (dupa numele matematicianului F.Frobenius, 1849-1917).

Vom folosi aceasta metoda la rezolvarea ecuatiei lui Bessel.
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6.2 Polinoame ortogonale

Spunem ca sistemul de functii f1, fa, ..., fn, ... este ortogonal in intervalul (a, b)
in raport cu ponderea p daca are loc egalitatea

[ o)) )z = 0, Ym,m € W m

p fiind o functie pozitiva data.

Un exemplu simplu de sistem ortogonal il constituie sistemul functiilor
trigonometrice f,(x) = sinnz, n € IN*, care este ortogonal in intervalul
(—m,m), cu ponderea p = 1.

Sistemele de functii ortogonale joaca un rol important in analiza, mai ales
in legatura cu posibilitatea dezvoltarii unor functii arbitrare, apartinind unor
clase functionale foarte largi, in serii de functii ortogonale.

O clasa importanta de sisteme ortogonale de functiio constituie polinoamele
ortogonale Legendre, Hermite, Cebasev etc., care apar ca solutii ale unor e-
cuatii diferentiale, foarte utilizate in fizica matematica.

Date functiile f,g : [a,b] — R, continue, vom defini produsul lor scalar
numarul (f, g) dat de relatia

(o) = ' F@)g(o)de.

De asemenea, definim norma functiei f, numarul real nenegativ ||f||, dat de

b 1/2
£l = (f, )HY? = </ f2(x)da;> ,

De aici, rezulta ca sirul de functii f1, f2, ..., fn, ..., definite si continue pe [a, b],
este ortogonal daca

(fz',fj) = 0 pentru Vi,j € IN*, i # j.

Daca, in plus, ||fn|| =1, Vn € IN*, vom spune ca sirul este ortonormat.
Se observa usor ca din sirul ortogonal de functii continue, nenule (f,)nen*,

fn

[ fnll/ e
gonale pe intervalul [0, 27] este

se obtine girul ortonormat ( . Un exemplu de sir de functii orto-

(2.1) 1, cosz,sin z, cos 2z, sin 2z, ..., cos nx, sinnz, ...,



Problema Sturm-Liouville 105

din care putem obtine girul ortonormat
1 cosz sinz sin2x cosnx sinnx
b b b PR ) ) bR

Fiind data functia f, stim ca in cazul in care satisface conditiile lui Dirichlet,
o putem dezvolta in serie Fourier, dupa functiile sirului (2.1)

(2.2) flz) = % + i(an cosnx + by, sinnx)

n=1

unde coeficientii a,, si b, sunt dati de formulele

1 [2m

anp=— | f(z)cosnxdx, nelN
™Jo
1 [2m

b, =—[ f(z)sinnxdr, necIN*
T™Jo

6.3 Problema Sturm-—Liouville

Aplicarea metodei separarii variabilelor la ecuatiile cu derivate partiale de
ordinul al doilea ce intervin in fizica matematicd conduce la ecuatii diferen-
tiale liniare ordinare de ordinul al doilea de tipul

(3.1) (p(x)y") + (q(z) + Ny = 0,

care contin parametrul .

Sturm si Liouville (J.F. Sturm, 1803-1855 si J. Liouville, 1809-1882) au
elaborat o teorie a ecuatiilor de tipul (3.1) prin care se arata ca solutiile par-
ticulare ale ecuatiei (3.1) pe un interval [a, b], satisfacand conditii prescrise in
capetele a gi b, formeaza un sistem ortogonal care permite, la fel ca in cazul
seriilor Fourier, dezvoltarea in serie a unei functii in raport cu aceste solutii.

Conditiile la capatul intervalului [a, b] sunt de forma

k1y(a) + kay'(a) =0 (a)
(3.2) { zlly(b) +€22y’(b) =0 ()

unde ki, ko, 01,02 € R, k? + k3 #0, 02+ 02 #0.
Problema formata din ecuatia (3.1) impreuna cu conditiile (3.2) este cunos-
cuta sub numele de problema (sau sistem) Sturm-Liouville. Evident, y = 0

este intotdeauna solutie a sistemului (3.1)—(3.2), dar pe noi ne intereseaza daca
exista solutii nebanale ale acestui sistem.
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Solutiile nebanale ale sistemului (3.1)—(3.2) se numesc functii proprii (sau
autofunctii) ale sistemului Sturm-Liouville. Valorile parametrului A din e-
cuatia (3.1) pentru care obtinem ca solutii functiile proprii se numesc valori
proprii (sau autovalori).

Presupunem ca functiile p si ¢ sunt continue in [a, b], iar functia p este in
plus pozitiva in [a, b].

Formulam cateva proprietati ale functiilor proprii si ale valorilor proprii.

Teorema 3.1. Exista o mulfime infinita de valori proprii, Ay < Xo < -+ <
Ap < -+ carora le corespund functiile proprii Y1, Y2, ..., Yn, ---
Demonstratia, fiind complicata (vezi [8]), o omitem.

Teorema 3.2. Daca p,p’,q sunt continue si cu valori reale pe [a,b] atunci
toate valorile proprii ale problemei Sturm—Liouville (3.1)—(3.2) sunt reale.

Demonstratie. Fie A\ = a + i o valoare proprie iar y(z) = u(z) + iv(z)
functia proprie corespunzatoare; «, 3, u(x),v(x) fiind reale. Introducand y in
(3.1) obtinem sistemul

(g+a)u—pPv=0

(p) + (g

(pv") + (¢ + a)v + Bu = 0.

inmul‘gind prima ecuatie cu v, a doua cu —u si adunand, obtinem
—B(u® + %) = u(py') —v(pu') = [(po")u — (pu')0]"

Integrand ultima relatie in intervalul [a, b], obtinem

b
—ﬁ/a (u2 + vz)dx = [p(uv’ — u'v)]g.

Datorit# conditiilor la limita, membrul drept este nul si, deoarece u?+v? %
0 (y fiind functie proprie nebanald), rezulta ca 3 = 0 ceea ce termina demon-
stratia. -

Observatia 3.1. Se poate ardta ca daca in plus ¢(z) < 0 1n [a, b], atunci toate
valorile proprii sunt nenegative.

Observatia 3.2. Faptul ca valorile proprii sunt reale era de agteptat deoarece,
in probleme concrete, ele desemneaza frecvente, energii sau alte cantitati fizice.

Teorema 3.3. (Ortogonalitatea functiilor proprii) Presupunem cd p,p’ $i q
sunt functii reale i continue in intervalul [a,b]. Atunci functiile proprii Y, $i
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Yn ale problemei Sturm—Liouville (3.1)—(3.2) corespunzatoare valorilor proprii
diferite Ay $i A sunt ortogonale in intervalul [a, b].

Daca p(a) = 0, atunci conditia (3.2a) poate lipsi din problemd.

Daca p(b) = 0, conditia (3.2b) poate lipsi din problema.

In aceste cazuri se cere ca y siy sd fie marginite in punctele respective,
iar problema se numeste singulard.

Daca p(a) = p(b), atunci conditia (3.2) poate fi inlocuita cu

(3.3) y(a) = y(b), y'(a) = y'(b).

Demonstratie. Din ipoteza y,, si y, satisfac ecuatiile

(pyr,) + (g + Am)ym =0 si
(py,) + (g + An)yn = 0.

Inmultim prima ecuatie cu y,, pe a doua cu —y,,, le adunam si obtinem

(Am = A)UmYn = Ym (0Ys) — yn(0Yl)" = [P(Yhtm — Yimyn)]'-

Ultima expresie este o functie continué deoarece p si p’ sunt continue iar ,,, ¥,
sunt solutii ale ecuatiei (3.1). Integrand pe intervalul [a, b] se obtine egalitatea

b
(3.4) (= ) [ e = (p(8hm — Yot L
Expresia din membrul drept al egalitatii (3.4) este
35 pO)[Yn @)y (b) = Yn (0)yn (b)) — p(a)[yn(a)ym(a) — Y (a)yn(a)].
Acum vom analiza cantitatea (3.5), dupa cum p se anuleaza sau nu in a si b.

Cazul 1. Daca p(a) = p(b) = 0, atunci expresia (3.5) este nula, deci membrul
stang in (3.4) este nul si cum A, # A, rezulta

b
(3.6) L%A@%me=m<m¢ny

deci Yy, ym sunt ortogonale. Observam ca in acest caz nu am folosit conditiile

(3.2).

Cazul 2. Fie p(b) = 0, dar p(a) # 0. Atunci prima cantitate din (3.5) este
nuld. Sa analizam a doua cantitate din (3.5). Din (3.2a) rezulta

Fyn(a) + oy, (a) = 0
kg (@) + Ky (@) = 0.
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Presupunem ks # 0. Inmultim prima ecuatie cu y,(a), a doua cu —y,(a), le
adunam si obtinem

k2 [y;z(a)ym(a) - y;n(a)yn(a)] =0.

Deoarece ko # 0, rezultd cd expresia din paranteza este nuld, deci cea de a
doua cantitate din (3.5) este nula. Deci, cantitatea (3.5) este nula iar impreuna
cu (3.4) determina (3.6), adicd ortogonalitatea.

Daca ko # 0, atunci din ipoteza, k1 # 0 si demonstratia rezulta folosind
un argument similar.

Cazul 3. Daca p(a) # 0, dar p(b) = 0, demonstratia functioneaza ca in cazul
2, dar in loc de (3.2a) vom folosi (3.2b).

Cazul 4. Daca p(a) # 0 si p(b) # 0, vom folosi conditiile la limita (3.2) si
procedam ca in cazurile 2 si 3.

Cazul 5. Daca p(a) = p(b), expresia (3.5) capata forma

PO) [ (0)ym (D) — ¥ (D)yn (D) — yn (@)ym (@) + Yy, (a)yn(a)].

Putem folosi conditiile la limita (3.2) ca mai sus pentru a obtine ca expresia
din paranteza este nula.

Totusi, se vede imediat ca aceasta rezulta din (3.3), astfel ca putem inlocui
(3.2) cu (3.3). Deci, (3.4) implica (3.6). Cu aceasta, demonstratia teoremei
este Incheiata. "

In final, dim firs demonstratie urmatorul rezultat de dezvoltare in serie
dupa functiile proprii ale problemei Sturm—Liouville.

Teorema 3.4. Dacd f € C?[a,b] si f(a) = f(b) = 0, atunci functia f se
poate dezvolta intr-o serie absolut si uniform convergentd in intervalul [a,b]
dupd functiile proprii yn,

[ @y
© Z)Yn\T)ax
flx) = ZCnyn(:U) unde Cy, = “2— )

n=l / Y (x)da
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6.4 Functii cilindrice
Numim functii cilindrice solutiile ecuatiei diferentiale de ordinul 11
(4.1) 2ty + (@ - )y =0

unde v este un parametru care poate lua valori reale sau complexe. Termenul
de functii cilindrice se datoreste faptului ca ecuatia (4.1) intervine in studiul
problemelor la limita ale teoriei potentialului pentru un domeniu cilindric.
Fie ecuatia
1 0%u b ou
= g W + a + cu
unde A este operatorul lui Laplace, ¢ — timpul, iar a (# 0), b, ¢ constante date.
Ecuatia (4.2) are drept cazuri particulare ecuatiile diferentiale din teoria
oscilatiilor elastice, ale electrodinamicii, ale teoriei propagarii caldurii etc.
In cazul in care in locul coordonatelor rectangulare (x,y, z) folosim coor-
donatele cilindrice (7, z, ¢) legate prin relatiile

(4.2) Au

T=rcosp, y=rsing, z ==z
0<r<oo, m<p<m —00<z<x)

ecuatia (4.2) devine

1 0 ( Ou) 1 0%2u  0%u 1 0% ou
- — |r = = +b—+cu
r Or or

I Jr - -

r2 0p? 022 a? Ot? ot
si admite o infinitate de solutii sub forma de produse de factori, fiecare de-
pinzand de o singura variabila

(4.3)

(4.4) u=R(r)Z(z)®()T(t).
Substituind relatia (4.4) in (4.3) si impartind cu RZ®T, obtinem

1 d , 19" Z 1 /1
- — —— 4= —c=—(5T" bT’>.
err(r )+r2<1>+Z ¢ T(a2 +
Tinand seama de independenta variabilelor, ambii membri ai ecuatiei obtinute
trebuie sa fie egali cu 0 anumita constanta pe care o notam, pentru comoditate,
u (—X?). Avem deci:

1
ET” + 0T +X°T =0

4.

(4.5) 1

d
— —(rRY+X°4+ = — =c——.
Rr dr(r )+ +a ¢
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Din ultima egalitate rezulta ca ambii membri sunt egali cu o constanta, pe
care o notam cu (—\?) si obtinem:
Z"— (N +0c)Z=0
(4.6) ) { 1 d (
7/‘ _
Rr dr

1

TR/)+(A2+X2):| :_E

Notam noua constanta cu p? si obtinem:

(4.7) "+ u2d =0

1 d p?
4. - —(rR 24 x-S |R=0.
(4.8) . dr(rR)—F()\ + T2>R 0

Asgadar, procesul separarii variabilelor conduce la o infinitate de solutii de
forma (4.4), depinzand de trei parametri (X, A, ). Determinarea factorilor din
produsul (4.4), revine la integrarea ecuatiilor diferentiale ordinare (4.5)—(4.8)
dintre care primele trei sunt elementare iar ultima este o ecuatie de forma
(4.1).

Mentionam doud ecuatii cunoscute care se obtin din ecuatia (4.2), prin
particularizarea coeficientilor a, b, c.

(I) Ecuatia lui Laplace Au = 0.
Ecuatia are solutii particulare de forma

u= R(r)Z(z)®(p),

unde

S| =

d o 1P

A —_— pr—
drrR +< = R=0
Z" —NZ =0; " + 2P =0.

(IT) Ecuatia lui Helmholtz Au + k?u =0
are solutii de forma
u= R(r)Z(z)®(p)

unde

S|

72

N

2
rR’+<A2—“—>R=o

7" — (N2 - k%) Z =0, ®" + p2® = 0.

Clase speciale de functii cilindrice sunt cunoscute sub numele de functii Bessel
si, uneori, aceasta denumire se atribuie Intregii clase de functii cilindrice.
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Ecuatii Bessel de speta I

Vom considera ecuatia Bessel generala
(4.9) 2y’ +xy + (2 =)y =0

in care v este parametru real.

Trebuie amintit faptul ca ecuatia (4.9) a fost considerata anterior de L.
Euler, dar Bessel a fost cel care a pus In evidenta proprietatile solutiilor. El a
ajuns la ecuatia (4.9) pentru v numar natural, studiind o problema legata de
miscarea eliptica.

Vom cauta o solutie a ecuatiei (4.9) sub forma unei serii de tipul

(4.10) y(x) = xpianx”.
n=0

Pentru determinarea lui p si a,, n € IN, introducem seria (4.10) in ecuatia
(4.9) si obtinem:

o o0
plp—1)aPy anz™ + 2pzFT > napa™ '+

n=0 n=1

o o o
+xp+22n(n —Daya™ 2+ ppoanx" + poZnanm"*l—i—

n=2 n=0 n=1

o (o]
—I—xp_QZana:” — Vgx”Zanx” =0.
n=0 n=0

Egaland cu zero coeficientii lui #, *!, ..., 2P, ..., obtinem urmaitorul sistem
de ecuatii pentru determinarea lui p si a coeficientilor a,

ap(p* —v*) =0
ar[(p+1)* = v?] =0,
as[(p+2)* = v*] +ag =0,

Deoarece putem lua ag # 0 (altfel am fi ales drept exponent al lui x pe p+ 1),
din prima ecuatie rezulta

p? =12 =0 sau

(4.11) o —
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Din a doua ecuatie rezulta

(4.12) ap =0

deoarece (avand in vedere (4.11)) avem a1 (2p + 1) = 0. Apoi, obtinem relatia
de recurenta

an—2 _ Gn—2
(p+mn)?—12 (ptn+v)p+n—v)

(4.13) apn, —

relatie care, impreuna cu (4.11) si (4.12) conduce la:

agk+1 =0, ke N

4.14
(4.14) agp = — 22 ; ke IN*.
(p+2k—v)(p+2k+v)

Cum pentru p am gasit doua valori, iInseamna c& vom putea determina doua
solutii pentru ecuatia lui Bessel.

A) Sa determinam intai solutia corespunzatoare lui p = v. Inlocuind in
(4.14) pe p cu v obtinem

a2k—2

2= TRt 0)

Cum fiecare coeficient de rang par poate fi exprimat in functie de cel precedent,
aplicarea succesiva a acestei formule ne permite sa gasim expresia lui ag In
functie de ag. Vom avea
_ o G2%k-2 (—1)? a2k —4

22k(k +v) 222k —1)(k+v)(k+v—1)

a2k =
(4.15)

ao

= (—1)k2k K+ 1) +2)..(v+ k)

Vom da o forma mai simpla acestor coeficienti folosind functia I' a lui Euler.
Functia I' se defineste cu formula

I'(s) :/ et at
0

s putand fi real sau complex, cu Res > 0.
Indicam principalele proprietati ale acestei functii:

a) Functia I" verifica relatia functionala
I'(s+1)=sl(s),

proprietate obtinuta prin integrarea prin parti.
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b) T(1) = 1.

c) I'(n+1) =nl

4T (1) e 2/Ooe*t2dt NG
—_ e —_— = = Tr.
2 RRYA] 0

e) P'(s+1)=sl'(s)=---=s(s—1)(s —2)...(s —p)L'(s — p).

Aceste proprietati arata ca putem considera functia I' ca o generalizare a
factorialului, pentru valori reale sau complexe ale argumentului. Cum coefi-
cientul a¢ a ramas nedeterminat, alegem pe ag astfel incat sa obtinem pentru
coeficientii solutiei cautate expresii mai simple.

Punand

1
W Tw 1)

si folosind formula (4.15) obtinem

agk, = (_1)k22k+l/k!(y +1)(v +12)...(u +EC(v+1)

Deoarece
v+ +2)...v+kIv+1)=Tw+k+1) si kl=T(k+1),
rezulta

1
= (—1)*
az = (=1) 25T (k + D)I(k + v + 1)

Inlocuind 1in seria (4.10), obtinem solutia corespunzatoare lui p = v pe care o
notam cu J,

- . 1 T 2k+v
(4.16) Ju(x):ga(—l) T+ DT (k+v+1) (5) '

Aceasta solutie a ecuatiei Bessel, care este marginita pentru x = 0, se numeste
functia lui Bessel de speta I $i de ordinul v.

B) Sa examinam acum cazul p = —v si v # n (unde n > 0 este un numar
intreg).
Reluand calculul in acelasi mod gi notand

1

W= o (Cu )
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obtinem
1

(_1)k22k—vr(k + )Tk —v+1)

iar solutia corespunzatoare a ecuatiei Bessel este

Josla) = 3 (1) : ()"
- = Fk+1D)T(k—v+1) \2 '

A2k =

Pentru v # n, se aratd cd cele doud solutii ale ecuatiei Bessel sunt liniar
independente, deoarece wronskianul celor doua functii Bessel J, si J_, este
diferit de zero, deci integrala generala a ecuatiei este

J(x) = ClJ,/(JU) + CQJ_V($).
Daca se cauta solutiile marginite ale ecuatiei Bessel, atunci Cy = 0.

Functiile Bessel cu indice natural

Pentru v = n avem

B 0o (_1)k x 2k—n B
Jon(x) = Z Nk+1DINk—n+1) (§> B

n=0

B n—1 (_1)143 2\ 2k—n 00 (_1>k 2\ 2k—n
- ];)F(H DI(k—n+1) (2) +,§r(k+1)r(k—n+1) (2) '

Pentru k =m < n —1 avem

I'(—m+1) I'(0)
F - — = — —1 m_1"7
() = T (12
r 1 r
Dar T'(0) = Lls+1) = oo deci si I'(—m) = (—1)m(—?) = o0 pentru m
s]0 m.
natural.

Deci in expresia lui J_,, sumarea incepe de fapt de la k =n

- o0 (—l)k T 2k—n
(4.17) Ton(@) = k;r(k Y00k —n+1) (5) ‘

Propozitia 4.1. Daca v = n atunci

(4.18) J_p(z) = (=1)"Jn(2).
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Demonstratie. Daca in formula (4.17) efectuam schimbarea k = n + ¢, ¢
fiind noul indice de sumare (0 < ¢ < co0) obtinem

R G Vi AT
Jon(z) = L;F(war nre+1) (§> B

B " o (_1)£ T 20+n
= (1) Zr(£+1)(r(£+n+1) (2) ’

n=0

deci tocmai
J_pn(x) = (=1)"Jp ().
|
Relatia (4.18) arata ca pentru n intreg functiile J,, si J_, sunt liniar de-
pendente.
Cele mai simple si mai des intdlnite in aplicatii sunt functiile Bessel de
ordin intreg Jy si Ji. Facand v =0 si v = 1 in formula (4.16), obtinem:

Jo<m>=1_<§>2+(2})2(2)4—(3})2@6+...

T 1 /z\3 1 z\°
J1<~’”>—§‘a(§) +2!—3.!<5) o

Formule de recurenta

In acest paragraf vom stabili cateva relatii fundamentale intre functiile lui
Bessel de speta I de diferite ordine.
Derivand seria de puteri (4.16) dupa ce am impartit-o cu ¥, obtinem

d <Jl,(x)> _ i(—l)k 2k 21 1
dx \ ¥ = T(k+1)D(k+v+1) 22k+v

sau, inlocuind variabila de sumare k prin k£ + 1 si incepand sumarea de la
k =0, avem

d (Jy(x)) _ i(_l)kﬂ 2(k+1) p2htl
dr \ zv D(k+2)T(k+ v +2) 22k+2ty

k=0

1
sau, simplicand si scotand in factor pe —,
x

i (Jl,(.%‘)) __i OO(_l)k 1 (§>2k+u+l
de \ zv ) avi Fk+1)I(k+14+v+1) \2 ’
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formula care comparata cu (4.16) implica

(B el

4.19 —
( ) dx v v

Sa derivam acum produsul z¥.J,(z) in raport cu x:

d vy d 00 . 1 - . x2k+2l/

—x(x v(z)) = I kz:%(— )m (k+v+ )W =
_ Z( 1)I<: 2(]€+IJ) $2k+21/71

- - kv

= M'k+1DI'(k+v+1) 22+

Tinand cont ca I'(k + v + 1) = (k + v)['(k + v) obtinem

d e ! AN
o (@ (@) =2 g:%(_l)kr(k +1DC(k+1+v—1) (5>

sau, comparand cu (4.16),

d

(4.20) .

(2" Jy(x)) = 2" Jy—1(x).

Formulele (4.19) si (4.20) sunt formule de recurenta intre doua functii Bessel
de ordin v gi v+ 1. Cum am specificat ca functiile Bessel de ordin zero gi unu
sunt cel mai des intalnite, vom scrie cele doua formule de recurenta pentru
aceste cazuri. Pentru v = 0, din (4.19) avem

Jo(z) = —J1(2)
iar pentru v = 1, din (4.20) obtinem
(xJ1(x)) = xJo(2).
Putem stabili acum formule de recurenta care sa lege trei functii Bessel
Jus Tty Jugo.
Din (4.19) si (4.20) obtinem

vd,(x)
vd,(x)

—J(@) = T (@)

+ Jy(x) = Jy-1(x)
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relatii care, prin adunare gi scadere, conduc la
2v
Jori(z) + Jo-1(z) = — Ju(2)
(4.21) 2
Jop1(z) = Jy-a(z) = =2J)(x)
formule care, din aproape in aproape, permit calculul tuturor functiilor Bessel
de ordin intreg daca se cunosc Jy si Ji.

Functiile Bessel de ordin semiintreg

Functiile Bessel de ordin v = n + 3’ unde n este un numar intreg, se pot

exprima prin functii elementare. Sa calculam mai intai valorile lui J1 si J
2

Ji () i(l)n)<x>;+2n ;

3
n=0n!T" <§ +n 2

Avem

) §2nL;<£)in) (g>%+%{

Folosind proprietatile functiei I' obtinem

3 13520 +1) . /1)  (2n+1)!
1 135 --(2n—1)_ 1\ (20— 1)
' = = T(Z) =
(2 +"> 2 (2) iV

Se observa ca ultimele sume reprezinta dezvoltarea in serie a lui sin z §i cos x.
Prin urmare, J1 i J_1 se exprima prin functii elementare
2

1
2

(x sin

D=

-
J_1(x) :\/Zcosx.

N
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Folosind formula de recurenta (4.21) putem calcula din aproape in aproape

functiile lui Bessel de speta I de ordin v = n + 5 care rezulta ca se exprima

prin functii elementare.

Functii sferice. Polinoamele lui Legendre

Functiile sferice constituie o clasa de functii speciale strans legate de studiul
ecuatiei lui Laplace si de teoria potentialului.

Una dintre cele mai importante clase de probleme ale fizicii matematice o
constituie problemele la limita ale potentialului, care constau in determinarea
unei functii V' care sa verifice ecuatia lui Laplace

B 0’V 9’V 0PV B

AV = =
v Ox? + 0y? + 072 0

intr-un domeniu §2 dat si care satisface pe frontiera 92 a lui 2 conditii impuse.
Procedeul general de rezolvare a problemelor la limita consta in gasirea unui
sistem de coordonate curbilinii ortogonale, astfel incat suprafata 0 sa fie una
dintre suprafetele de coordonate si ecuatia lui Laplace, dupa transformarea ei
in noile variabile sa admita separarea variabilelor.

In cazul nostru, luand x = rsinfcosy, y = rsinfsiny, z = rcosf, 0 <
r<oo, —m << 0<0 <, ecuatia lui Laplace devine

V20V 10V cosh OV 1 OV
or2 o Or 12 002 r2sinf 00  r2sin?6 0p?

Cautand o solutie care este independenta de ¢, de forma r?©, unde O este o
functie ce depinde doar de 6, gasim

d® cosf dO
W—i_ Sin 0 E—Fp(p—kl)@—o.

Facand schimbarea de variabila x = cos @, y = O, obtinem ecuatia lui Legendre
(4.22) (1—22)y" — 2z +p(p+ 1)y = 0.

Daca p este un Intreg nenegativ, o solutie in jurul punctului ordinar zg = 0
este un polinom. Normalizate corespunzator, aceste solutii polinomiale sunt
numite polinoamele lui Legendre (A.M.Legendre, 1752-1833).
Sa cautam doua solutii, liniar independente in jurul punctului zg = 0.
Aici, as(x) = 1 — 22, a1(x) = =2z si ag(w) = p(p + 1). Deoarece as(0) =
1 # 0, punctul zgp = 0 este un punct ordinar pentru ecuatia (4.22).
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Forma oricarei solutii a ecuatiei diferentiale (4.22) in jurul lui zy = 0 este

(4.23) y(x) = ianwn.
n=0

Pentru a determina o margine inferioara pentru raza de convergenta a so-
lutiei (4.23) trebuie sa calculam razele de convergenta ale seriilor Taylor in
jurul lui zero ale functiilor a1 (z)/as(z) si ap(x)/az(x). Avem:

ai(z) 2x 2 4 — 2n+1
= — =2z(l+ax"4+2"+---)= — 2z , x| <1
o =TT ( =X 2
si
ao(r)  p(p+1) 2, .4 S 2n
= = +D1+z"4+x"+--) = + 1)z, |z| < 1.
()~ 1-a2 p(p+1)( ) n§:0p(p ) |z|

Deci, raza de convergenta a solutiei (4.23) este mai mare sau egala cu 1, adica
seria (4.23) converge pentru |z| > 1. Din (4.23) rezulta:

[e.9]
y'(z) = Znan:vnfl,
n=1

o0 o
y' = n(n—1Daa" 2= (n+2)(n+ Lapia™,
n=2 n=0
o0
—2%y" =Y —n(n—aza",
n=2
oo
—2xy = Z — 2na,z",
n=1

plp+1y= ip(p + Danz™.

n=0

Introducand aceste cantitati in (4.22) obtinem

[2@2 —|—p(p + 1)a0] + [6@3 —2a1 +p(p -+ 1)a1]x+

—i—i[(n + 1)(n+2)ant2 — n(n — 1)ay, — 2na, + p(p + 1)ay)a™ =0

n=2

de unde
2a9 + p(p + 1)ag =0, 6as —2a1 +p(p+ 1)a; =0
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si
(n+2)(n+ 1apt2 —n(n —1)a, — 2na, + p(p+ a, =0, n=2,3, ...,
De aici obtinem relatiile recurente

1 —1)(p+2
gy — PP ) ao, az = P p+2)

2 3!

! _ (p=m)p+n+1)

B G R

relatii care conduc la

)np(p—2)~-(p—2n+2)(p+1)(p+3)~~(p+2n—1)

a2p = (_1 (2n)‘ aq,
_ (e =3)- - p =2t D+ 2)(p+4) - (p+ 20)
A2n+1 = 2n+1)! ar,

n=12,..

Deci, doua solutii liniar independente ale ecuatiei lui Legendre in jurul punc-
tului zero sunt

1+Z npp 2)- - (p—2n+2)§22?;r)1!)(p+3)--'(p+2n—1)zzn

1)(p—3 —2n+1)(p+2) (p+4)- - -(p+2n) 4,
$+Z »(0=1)(p—=3)---(p (2n+12)9! )(p+4)---(pH2n) 501

Dupa cum se poate observa din formulele de recurenta de mai sus, cand p este
un numar intreg nenegativ n, una din solutiile de mai sus este un polinom
de grad n. Un multiplu al acestui polinom care ia valoarea 1 pentru x = 1
se numeste polinom Legendre si se noteaza cu P,(z). De exemplu Py(z) = 1,

3 1
Pi(z) =z, Py(z) = 5.%2 — 5 etc.
Polinoamele lui Legendre pot fi introduse si cu ajutorul unei formule dife-
rentiale dupa cum se vede din teorema care urmeaza.

Teorema 4.1. (Formula lui Rodrigues) Polinomul lui Legendre P, poate fi
reprezentat sub forma
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Demonstratie. Notim u = (22 — 1)" de unde rezulti
(2% — 1)’ — 2nzu = 0.
Derivand aceasta ecuatie de (m + 1) ori, obtinem
(2% = D)u™ — (2n — 2m — 2)zu™Y 4 [m(m + 1) = 2n(m + 1)]ul™ = 0.
Inlocuind pe m cu n, rezulta
(1 — 2?)u™*? — 220D 4 n(n + 1)u™ =0,

adica functia

satisface ecuatia lui Legendre
(1 — 22V () — 22V (z) + n(n+ 1)Vy(z) = 0.

Rezulta ca V,,(z) = C, P, (x), unde C), este o constanta.
Sa& aratam ca V(1) = 1. Pentru aceasta, consideram derivata

% [(2? —1)"] = Czc—mm (2 + 1)@ — 1)"] =

=ap(x+1)"""™(x—1)"+a1 (z+1)"""FH(2—1)""1 4 - tan(z+1) (z—-1)" ™

Daca m < n, atunci in x = —1 gi z = 1 toti termenii se anuleaza
am 9
— (" =1 "}} =0 (m<n).
{Gmle-0])  =ome<n

Daca m = n, atunci

{fele@-v]} =,

r==+1

de unde rezulta V, (1) =1, deci C,, = 1 si

Vi(z) = Py ().
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6.5 Probleme

1. Sa se determine autovalorile si autofunctiile problemei Sturm-Liouville

periodice
2) { "+Ay=0
y(=1) =y(1), v'(-1) = ¢'(1),

b) y' +Xy=0
y(0) = y(2m), ¥'(0) = y'(2m),

SR
4(0) = (). ¥(0) = ¥/ (x).

2. Sa se verifice relatiile

(i) 22J" = (n? —n—22)Jy + 2J0i1,
(i) Jo = Jo+2J),

(iii) Jo = J§ — a7 LJ,

(iv) Jy+ 3T} + 4T =

3. Sa se arate ca solutia generala a ecuatiei diferentiale

22y — 2y +4(z* - 1)y =0

este 5 s
Azx? J% (2%) 4+ Bz J_% (z?).

4. Si se arate ca daca ecuatiei Au + k?u = 0 i se aplicd transformarea
x =rsinfcosy, y =rsinfsinp, z = rcosf ea devine

@—Fg%—i-il 2(1n9au> ! i—i—kg =0
o2 Ty or T r2sin6 06 " 00 Y

r2sin?6 92
si este satisfacuta de u = ROP, unde
R= r_%Jn+;(l<:r), 0 = P"(cos @), = sinmep.
2

5. Folosind definitia functiei Bessel, sa se verifice ca solutia ecuatiei

" 2n —

1
y+y=0

este
y =a"(Adyp(x) + BJ_p(x)).
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